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一 、 树 立 评价 为 学 生 服 务 的 思想 

1. 营 造 友 善 的 评价 氛围 

评价 是 以 促进 学 生 的 发 展 为 最 终 目的 的 . 
但 在 实际 操作 中 , 我 们 往往 有 意 无 意 地 把 师 生 
视 为 评价 中 对 立 的 双方 , 习惯 于 从 怎么 样 考 倒 
学 生出 发 , 人 为 设置 “陷阱 ”, 让 学 生 去 跳 . 为 了 
有 效 地 促进 学 生 的 发 展 , 我 们 必须 全 面 真实 地 
了 解 学 生 , 为 此 , 必须 创造 条 件 让 学 生 充 分 发 
挥 真实 水 平 . 应 该 改变 试卷 的 面孔 , 让 试题 变 
得 友善 起 来 , 体现 人 性 化 色彩 . 在 一 份 2004 年 
新 课 标 实验 区 中 考 的 试卷 最 后 有 下 面 一 段 话 : 
“祝贺 你 做 完了 考题 , 请 再 仔细 检查 一 遍 , 看 看 
有 没有 错 的 、 漏 的 , 别 留 下 什么 遗憾 哦 ”这 有 段 
话 让 学 生 感到 :考试 本 身 就 是 希望 他 考 出 好 成 
绩 , 并 没有 设 “ 陷 阱 ”为难 他 ,从 而 紧张 的 心情 
会 得 到 一 定 程 度 地 缓解 . 

2. 评 价 是 学 生 学 习 的 组 成 部 分 

由 于 教师 往往 把 考试 作为 给 学 生 分 类 划 等 
的 依据 ,因此 学 生 害 怕 考 试 ， 常 党 是 “ 谈 考 色 
变 ” 教师 一 方面 应 该 把 考试 作为 教学 的 一 个 
组 成 部 分 ; 另 一 方面 , 应 该 让 学 生 感到 :考试 是 
他 学 习 的 一 个 组 成 部 分 , 而 不 是 与 学 习 营 不 相 
干 的 对 他 的 “宣判 ". 下 面 是 某 实验 区 的 一 道中 
考题 : 


1 : 
2 Ue 1 | 别 忘 了 验 根 哦 ! 


二 题 加 坟 洋 一 个 云图 , 既 不 影响 考查 学 生 
解 分 式 方程 的 基本 思想 :把 分 式 方程 转化 为 束 
式 方程 同时 也 给 学 生 提供 一 个 学 习 机 会 : 解 
分 式 方程 需要 验 根 , 是 学 生 容易 琉 忽 的 , 加 这 样 
一 个 云图 , 能 够 加 深 学 生 对 “ 解 分 式 方程 需要 验 
根 "的 印象 , 使 “ 解 分 式 方程 需要 验 根 ”这 个 基本 
知识 有 可 能 在 他 头脑 中 更 长 时 间 保 留 下 来 (以 





后 每 次 遇 到 解 分 式 方程 , 他 就 会 想到 参加 中 考 
时 , 曾经 有 一 个 云图 提醒 他 : 解 分 式 方程 需要 验 
根 ). 从 这 个 意义 上 讲 , 这 次 中 考 实 际 上 也 是 给 
他 提供 了 一 个 很 好 的 学 习 机 会 . 

3. 关 注 学 生 的 纵向 发 展 

每 次 考试 评价 后 , 我 们 往往 习惯 于 把 学 生 
进行 横向 比较 , 给 他 们 分 类 划 等 . 实际 上 , 学 生 
之 间 是 有 差异 的 , 横向 比较 往往 星 大 于 利 , 它 
不 仅 不 利于 学 生 的 发 展 , 而 且 有 可 能 阻碍 学 生 
的 发 展 . 为 了 有 效 地 促进 学 生 的 发 展 , 我 们 应 
该 时 刻 关 注 学 生 在 学 习 过 程 中 的 变化 与 发 展 ， 
即 他 的 纵向 发 展 ,适时 地 对 他 的 发 展 给 予 引 导 . 
因此 , 评价 的 结果 除了 分 数 和 等 级 外 , 应 该 还 
包括 一 定 的 说 明和 建议 . 

二 、 开 发 新 题 型 

新 一 轮 课程 改革 既 有 知识 性 目标 , 又 有 过 
程 性 目标 ; 既 要 帮助 学 生 掌握 “ 双 基 ”,， 又 要 促 
进 学 生 的 发 展 ， 传 统 题 基本 上 是 帮助 学 生 掌 
握 “ 双 基 " 的 , 因此 , 它 有 明显 的 局 限 性 . 具体 地 
说 , 在 传统 题 中 , 操作 性 的 题目 多 , 有 趣 有 用 的 
题目 少 ; 封闭 性 的 题目 多 , 有 创造 力 的 题目 少 ; 
形式 化 的 题目 多 , 来 自 实际 的 题目 少 . 对 于 这 
类 题 , 学 生 以 给 出 正确 的 解答 (特别 是 在 考试 
中 ) 作为 自己 的 学 习 目 标 , 并 认为 实现 这 一 目 
标的 最 有 效 途 径 就 是 牢 牢 记 住 教师 给 出 的 方 
法 , 并 通过 模仿 以 获得 教师 所 希望 的 解答 . 新 
题 型 则 希望 能 够 考察 超出 记忆 水 平 的 更 深刻 
的 理解 . 如 : 

例 2 传统 题 : 

填空 :两 点 之 间 ， 最 短 . 

新 题 型 : 请 利用 一 个 实际 生活 中 的 例子 说 
明 “两 点 之 间 , 线段 最 短 ”. 
传统 题 与 新 题 型 都 是 考查 “两 点 之 间 , 线段 
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保 程 标准 与 几何 证 是 


225008 江苏 省 扬州 新 东方 中 学 表 桐 225001 江苏 省 扬州 市 第 一 中 学 上 岩 惑 莹 


跨越 十 九 世 纪 到 二 十 世纪 的 著名 数学 家 、 
数学 教育 家 克 莱 因 , 在 他 24 岁 时 , 在 就 任教 授 
的 就 职 演说 一 题 为 《近代 几何 研究 》 一 文中 
指出 , 几何 是 图 形 对 某 种 变换 群 保持 不 变性 质 


mrOrOrOrOrOrOrOrOrOrOrOrrrr rr rr rr rr 


最 短 ” 这 一 知识 点 , 但 传统 题 只 需要 识 记 , 而 且 
它 会 给 学 生 一 个 错误 的 学 习 方法 的 导向 :死记 
硬 背 ; 新 题 型 靠 死 记 人 硬 背 行 不 通 , 而 是 需要 理 
解 , 它 会 给 学 生 一 个 正确 的 学 习 方法 的 导向 : 必 
须 理 解 . 

三 、 增 加 试题 的 选择 性 

义务 教育 课程 标准 明确 指出 : 不 同 的 人 学 
不 同 的 数学 , 人 人 都 获得 需要 的 数学 . 根据 课 
程 标准 编写 的 教材 注意 了 弹性 , 除了 所 有 学 生 
都 应 掌握 的 最 基本 的 内 容 外, 还 有 供 不 同 层次 
学 生 选 学 的 内 容 . 教师 应 根据 学 生 的 不 同 特点 ， 
对 他 们 提出 不 同 的 学 习 要 求 , 相应 地 , 对 学 生 
的 考试 评价 也 应 有 不 同 的 要 求 . 

许多 实验 区 在 增加 试题 的 选择 性 方面 进行 
了 有 益 尝试 . 有 些 实验 区 在 考试 前 命 不 同 水 平 
的 试卷 , 比如 说 , A、B、C 三 个 水 平 , 考试 时 让 
学 生 去 选择 :有 些 实验 区 在 一 道 大 题 中 安排 几 
个 不 同 水平 的 小 题 , 赋予 不 同 的 分 值 , 让 学 生 
选 做 (如 例 3)， 所 有 这 些 尝试 都 为 如 何 增加 试 
题 的 选择 性 提供 了 宝贵 的 经 验 . 

例 3 此 题 有 A、B、C 三 类 题目 , 其 中 A 
类 题 4 分 , B 类 题 6 分 , C 类 题 8 分 . 请 你 任 选 一 
类 证 明 , 多 证 明 的 题目 不 记分 . 

(A 类 ) 已 知 :如 图 1, 4B = 4C, 4D = 
4 五 . 求证 : LB 等 于 人 C. 

(B 类 ) 已 知 : 如 图 2, CB 上 4B 于 点 万 ， 
BD 上 AC 于 点 D, BD、CE 交 于 点 O, 是 
AO 平 分 LBAC. 求证 : 0B = OC. 





的 学 说 , 即 有 名 的 《爱尔兰 根 纲领 》. 

中 学 的 平面 几何 , 可 以 看 作 是 研究 平面 图 
形 在 对 称 、 平移、 旋转 、 相 似 几 种 变换 下 的 不 
变性 问题 . 60 年 代 , 不 少数 学 家 为 中 学 生 写 了 


TT 


(C 类 ) 已 知 : 如 图 3, 人 A4BD 与 人 人 CDH 都 
是 等 腰 直 角 三 角形 , 且 D 在 BC 上 , BH 的 延 
长 线 与 4C 交 于 点 已, 请 你 在 图 中 找 出 一 对 全 
等 三 角形 , 并 写 出 证 明 过 程 . 


A A B 
EB D E D 
@ D A 
B CB C E 
图 1 图 2 图 3 


四 、 构 建 合理 的 数学 训练 系统 

构建 合理 的 数学 训练 系统 , 必须 做 到 发 展 
性 训练 与 基础 性 训练 有 机 整合 、 协 调 互 补 . 

首先 , 必须 重视 基础 性 训练 ， 新 一 轮 课程 
改革 仍然 强调 重视 “ 双 基 ",“ 双 基 " 是 发 展 的 起 
点 , 是 发 展 的 平台 ; 发 展 是 “ 双 基 "的 目标 . 我 们 
过 去 的 “ 双 基 "是 不 顾 发 展 的 纯粹 的 “ 双 基 ”, 
此 , 往往 是 一 堆 静 态 的 所 谓 “ 知 识 点 *。 而 “ 双 
基 " 也 应 包含 与 发 展 密切 相关 的 动态 的 过 程 性 
知识 和 技能 . 如 考 解 方程 , 可 以 先 给 学 生 一 个 
实际 问题 , 让 他 有 一 个 “数学 化 "的 过 程 , 最 后 
归结 为 解 方 程 这 一 “ 双 基 ”. 

其 次 , 要 充实 具有 实践 性 、 应 用 性 、 探 索性 
和 开放 性 的 习题 . 这 类 习题 一 方面 可 以 发 展 学 
生 的 思维 水 平 , 提高 学 生 解 决 问题 的 能 力 , 男 
一 方面 , 拉 近 了 数学 与 实际 生活 的 距离 , 让 学 
生 感 到 数学 很 亲切 、 有 用 、 生 动 , 就 在 我 们 身 
边 , 从 而 提升 学 生 的 数学 素养 . 
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数学 课外 读物 , 象 段 学 复 先生 的 《对 称 》、 将 声 
先生 的 《几何 变换 》 等 等, 都 深入 浅 出 地 介绍 
了 变换 群 的 问题 , 还 介绍 了 球面 几何 、 球 面 三 
角 、 拓 扑 问题 等 . 我 们 目前 用 的 课程 标准 , 正 
是 从 这 些 变换 的 直观 形象 出 发 , 突出 变换 实质 ， 
它 代 表 了 平面 几何 的 实质 . 

1981 年 , 人 民 教 育 出 版 社 曾经 翻译 出 版 了 
原 苏联 的 中 学 教材 , 指出 “ 证 明 方 法 方面 , 本 
书 主要 以 几何 变换 和 向 量 作 为 证 明 几 何事 实 
的 手段 , 这 同 传统 几何 也 是 不 同 的 .” 读 过 该 教 
材 的 读者 会 体会 到 , 该 书 叙述 抽象 、 严 格 , 又 
有 新 意 . 我 们 的 课程 标准 , 没有 采取 这 种 抽象 
的 方式 , 但 是 突出 了 几何 变换 的 手段 . 

日 本 的 数学 课本 对 几何 内 容 采 取 了 “'“ 删 ” 
的 做 法 , 也 突出 了 "变换 ”的 方法 . 例如 人 民 教 
育 出 版 社 出 版 的 .日 本 旺 文 社 编 的 《初中 入 学 
考试 题 选 》 中 , 就 可 以 看 出 日 本 在 小 学 数学 教 
学 中 就 渗透 了 较 多 的 几何 变换 意识 . 

新 的 几何 课本 在 叙述 上 与 过 去 略 有 不 同 ， 
但 证 明 的 严密 性 并 没有 削弱 . 由 对 称 谈 等 腰 三 
角形 ; 由 平移 到 平行 四 边 形 的 判定 定理 、 性 质 
定理 的 证 明 , 都 是 新 思路 , 而 且 很 严格 . 但 与 传 
统 的 几何 教学 中 的 证 明 方 法 有 所 不 同 . 

在 笔者 看 来 ， 我 们 教师 应 当 反 思 过 去 的 
襄 " 题 、 织 "方法 ,3| 进 ”一些 新 题 、 新 方法 ， 
从 感情 上 接近 课程 标准 , 我 们 认为 这 也 是 一 种 
业务 上 的 提高 . 

下 面 举 几 个 作为 抛砖引玉 的 习题 : 

1. 如 图 1, 已 知 4D 是 人 ABC 中 人 4 的 平 
分 线 , 又 知 4B = AC 二 CD, 求证 LC = 2ZB. 

A 
图 1 

提示 : 4D 是 人 4 的 平分 线 ，4D 就 是 人 4 
的 一 条 对 称 轴 ， 因 此 , 证 明 的 第 一 步 是 “作出 
人 A4CD 关 于 AD 的 对 称 图 形 ”, 利用 轴 对 称 图 
形 的 性 质 , 将 点 C 变换 到 直线 AB 上 , 再 研究 
LB 和 LO 的 关系 . 下 略 . 
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2. 在 定 底 定 高 的 三 角形 中 , 等 腰 三 角形 的 
周 长 最 短 . 

提示 : 如 图 2， 八 4BC 与 人 EBC 具有 等 
底 、 等 高 的 条 件 , 则 加 4/ BC， 以 上 4 为 对 称 
轴 , 将 4AC、EC 变换 为 4D、BD, 使 4B、 AC.、 
B、EC 置 于 同一 三 角形 中 , 可 以 表现 出 两 个 
三 角形 的 周 长 . 








图 2 
3. 证 明 直角 三 角形 中 任 一 内 接 三 角形 的 半 
周 长 大 于 斜 边 上 的 高 . 
提示 : 如 图 3， 作 两 次 轴 对 称 . 第 一 次 
A4BC 关于 轴 BC 得 A4BC; 第 二 次 
和信 A'BCO 关 于 轴 A'C 得 人 4'B'C. 原 人 LMN 
的 周 长 转 化 为 EM + MN +NZ = ,不 
难 知 道 ! > LL” > A'B' 与 4B 的 距离 KH. 
1 
2 SOK. 
4. 已 知 等 腰 直 角 人 4BC 中 , 点 O 至 三 顶点 
的 距离 为 0C = 2, 04 = 4, 0B = 6, 人 4 = 
90°. 求证 CCO4 = 135°. 


图 4 

提示 : 如 图 4 以 4 为 中 心 , 将 A4OC 顺 
时 针 旋 转 90", 得 人 A40O’B. 由 旋转 的 概念 知 : 
LOAO' = 90°, 04 = 04'. 因此 AO4O' 是 
等 腰 直 角 三 角形 ， LO00’A = 45°%, O00’ = 
4V2.， 又 在 人 O00'B 中 , 0'B = 2, 00' = 
4V2, OB = 6, 由 勾 股 定理 逆 定 理 知人 OO'B 
为 直角 三 角形 , ZOO'B 为 90°. … 240C = 
LAO’'B = 135°. 
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初 二 学 生 对 图 象 理解 的 调查 分 析 


200062 华东 师范 大 学 数学 系 03 级 博士 生 张 波 215129 江苏 省 苏州 新 区 二 中 季 春 兰 


《全 日 制 义务 教育 数学 课程 标准 》 对 义务 
教育 阶段 的 数学 教学 内 容 要 求 作 了 调整 和 规 
划 . 在 "空间 与 图 形 " 的 内 容 结构 上 , 除 保留 原 
来 对 图 形 的 认识 、 测 量 、 图 形 的 位 置 , 以 及 证 
明 等 外 , 还 安排 了 坐标 几何 的 初步 知识 一 图 
形 与 坐标 . 

为 了 了 人 解 学 生 对 隐藏 于 图 象 内 容 之 中 的 重 
要 思想 是 否 理 解 , 以 及 所 处 的 思维 水 平 , 从 而 
进行 有 效 的 教学 , 笔者 于 2004 年 5 月 对 江苏 省 
苏州 新 区 二 中 的 初 二 学 生 进 行 了 问卷 调查 . 该 


和 A rr rr rr 


5. 设 A4BC 为 正三 角形 , 书 为 任意 点 , 求 
证 PA<PB+PC. 

提示 : 如 图 5, 将 人 BPC 绕 点 B 着 时 针 旋 
转 60?. 易 知 点 C 与 点 4 重合 , 人 BPQ 为 正三 
角形 . … BP+ PC = BO+QA= PO+ 
QA> PA. 


图 5 

推论 : 如 果 研 究 一 下 等 号 成 立 的 条 件 , 可 知 
在 PQ ++Q4== PA 时 , ZBPA = 60°, 即 有 B、 
忆 、C、4 共 圆 , 此 时 LBPCOC = 120°. 于 是 还 
可 以 证 明 以 下 结论 . 

6. 锐 和 角 A4BC 内 , 到 三 个 顶点 距离 和 最 小 
的 点 O, 必 满 足 Z4OB = LBOC = L004 = 
120°. 


校 在 苏州 地 区 的 教学 水 平 处 于 中 游 , 学 生 都 是 
就 近 入 学 , 因此 基本 上 能 够 反映 整个 地 区 的 初 
中 学 生 的 水 平 . 本 次 调查 发 放 问卷 189 份 , 回 
收 有 效 问卷 189 份 . 

1. 调 查 内 容 

问卷 涉及 坐标 系 概念 , 刻度 的 使 用 , 比率 、 
梯度 ,连续 以 及 图 象 与 代数 方程 之 间 的 联系 . 

本 调查 共 7 个 大 问题 , 27 个 小 问题 . 这 些 问 
题 的 设计 参照 英国 CSMS 小 组 (Concepts and 
Secondary Mathematics and Science) 对 英国 


TT 


LY 


提示 : 如 图 6， 以 AC 为 边 在 形 外 作 正 
A4MC, 则 由 题 5 知 : 

OA+OC > OM, OA+OC+0B> 
BO + OM, 要 求 OA + OC + OB 最 小 , 首先 
要 求 ZAOC = 120°, 此 时 LAOM = 60°, 更 
要 求 了 B、O、M 共 线 , 即 要 求 和 BOC = LBOA4 
= 120°. 

结束 语 : 由 于 篇 幅 关 系 , 只 举 了 上 述 数 题 . 
其 实 , 认真 销 研 , 反思 一 下 , 题目 是 很 多 的 . 例 
如 不 等 问题 、 圆 的 问题 、.… …: , 不 依赖 于 三 角 
形 全 等 , 只 要 用 对 称 、 平 移 、 旋 转 的 概念 和 动 
作 , 能 证 明 的 问题 很 多 . 

笔者 认为 , 课程 标准 中 注重 几何 变换 的 方 
向 是 正确 的 , 这 既 可 以 把 初中 学 生 从 题 海 中 解 
救出 来 , 也 可 以 实现 中 学 几何 教学 的 功能 . 
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学 生 做 的 一 次 关于 对 图 象 理 解 的 调查 . 

问题 被 设计 处 于 不 同 的 水 平 , 且 半 数 问题 
以 非常 规 的 学 生 不 熟悉 的 形式 出 现 , 目的 是 使 
学 生 不 能 单 凭 记忆 , 按照 程序 化 的 知识 来 回答 
从 而 获取 他 们 对 问题 本 质 理 解 的 信息 . 

2. 调查 结果 与 分 析 

调查 问卷 中 的 第 一 个 问题 是 : 请 在 以 下 两 
个 坐标 系 中 找 出 点 4(4,6) 以 及 点 B(7,6), 并 在 
图 上 标 出 他 们 的 位 置 . 

在 图 1 的 直角 坐标 系 中 标 出 点 的 正确 率 为 
95.6%. 用 图 2 中 的 坐标 系 的 目的 是 , 调查 学 生 
能 否 应 用 他 们 已 经 学 到 的 关于 坐标 系 的 知识 . 














QL 2 


图 1 图 2 
对 此 , 学 生 的 回答 ; a RAN 


Eau 
坐标 系 | 坐标 系 
47 
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ee 他 们 所 面临 的 新 情况 . 
在 未 能 找 对 坐标 的 学 生 中 , 自 建 直角 坐标 系 的 
比例 接近 整个 调查 人 数 的 一 半 . 这 一 现象 表明 ， 
在 面临 不 熟悉 的 情境 时 , 学 生 通 常 采纳 的 解决 
问题 的 策略 是 把 不 癌 悉 的 问题 转化 为 堆 悉 的 
问题 . 

问卷 中 的 第 三 个 问题 是 : 老师 为 班 上 的 学 
生 画 了 一 张 图 , 表示 他 们 的 身高 和 胸围 . 点 4 
表示 学 生 1, 点 电表 示 学 生 2, 点 C 表 示 学 生 3， 
点 了 表示 学 生 44, 点 加 表示 学 生 5. 问 

(1) 学生 1 身高 多 少 ? 

(2) 学 生 2 胸围 多 少 ? 

(3) 学 生 6 的 身高 为 150 厘 米 , 胸围 是 70 悍 
米 , 请 在 图 上 画 出 表示 他 的 点 

(4) 你 能 说 说 学 生 3 的 外 型 吗 ? 
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(5) 我 们 应 该 把 这 些 点 连 起 来 吗 ? 
(6) 对 于 问题 (5), 为 什么 你 这 样 认为 ? 
(7) 如 果 某 个 学 生 的 胸围 是 65 厘米 , 你 能 


从 这 推断 出 什么 ? 
16o| 高 度 (厘米 ) 








100 胸围 (厘米 ) 


图 3 

问 这 个 问题 的 目的 是 , 调查 学 生 能 否 读 懂 
散 点 图 , 并 且 是 否 能 够 理解 把 分 散 的 点 连接 起 
来 的 含义 . 学 生 对 于 前 四 题 , 回答 正确 率 都 在 
85% 以 上 .而 对 于 第 (5) 和 第 (6) 问 , 学 生 的 回 
i ea 

| 

| 比例 | 1.59% | 52.39% | 49.02% | 

回答 不 应 该 连接 各 点 的 原因 有 以 下 典型 的 
几 种 : (1) 连接 起 来 没有 意义 ; (2) 胸围 和 身高 之 
间 没 有 关系 ; (3) 胸围 和 身高 不 成 比例 ; (4) 没有 
什么 用 ; (5) 这 些 胸 围 和 身高 属于 不 同 的 学 生 ; 
(6) 不 在 同一 直线 上 

回答 应 该 连接 各 点 的 原因 有 以 下 典型 的 几 
种 : (1) 可 以 表示 出 身高 和 胸围 之 间 的 变化 ; (2) 
用 折线 连接 ; (3) 看 起 来 比较 清楚 , 能 直观 地 反 
映 问题 ; (4) 容易 看 出 学 生 的 个 体 差异 

认为 不 能 连接 的 学 生 , 能 对 此 问题 中 的 第 
7 小 题 合理 推断 的 比率 为 30.3%, 而 认为 能 够 
连接 的 学 生 能 进行 合理 推断 的 为 36.78%， 可 
见 学 生 认 为 回答 是 否 可 以 把 点 连接 起 来 和 是 
否 能 解释 中 间 点 的 意思 之 间 没有 必然 联系 . 也 
就 是 说 , 他 们 没有 能 正确 理解 把 分 散 的 点 连接 
起 来 的 意义 所 在 . 

调查 问卷 的 第 六 个 问题 是 : 以 下 是 直线 y 
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=37 一 5 的 图 象 (图 和, 问 : 
(1) 图 中 虚线 部 分 的 线段 有 多 长 ? 
(2) 你 认为 线段 PQ 和 这 条 直线 平行 吗 ? 
(3) 对 于 问题 (2), 你 为 什么 这 样 认为 ? 
y 


y=37—5 
Q 


FF 
qm 


FF 
DW 


11 


jh 
[mn 














Cyn wmos 


1/2 345678910 化 





图 4 

问题 (1) 的 回答 正确 率 比 较 低 , 约 占 
33.33%. 学 生 倾向 于 用 刻度 尺 量 出 长 度 ， 问 
题 (2)、 (3) 的 目的 是 检查 学 生 能 否 把 图 形 和 代 
数 知识 联系 起 来 . 学 生 回答 的 结果 如 下 表 : 

| 学 生 | 没有 回答 | 认为 平行 | 认为 不 平行 | 

| 人数 | 9 | 95 | 85 | 

| 比例 | 4.76% | 5027% | 44.97% | 

认为 PQ 与 该 直线 平行 的 典型 理由 有 : (1) 
用 直 尺 平移 ; (2) 直觉 ; (3) 看 上 去 平行 ; (4) 三 
角形 相似 . 

认为 不 平行 的 典型 理由 有 : (1) 对 应 线段 
不 成 比例 ; (2) 三 角形 不 相似 ; (3) 用 直 尺 平移 ; 
(4) 直觉 . 

两 类 学 生 都 在 很 大 程度 上 , 受到 图 形 直 观 
的 影响 . 认为 平行 的 学 生 受 这 种 影响 更 大 . 能 
够 用 比例 关系 或 者 想到 要 用 三 角形 相似 来 判 
断 两 线段 是 否 平行 的 学 生 比 较 少 , 占 总 学 生 数 
的 29.1%. 学 生 对 于 把 图 形 和 代数 知识 联系 起 
来 感到 困难 , 有 的 学 生根 本 没有 这 种 意识 . 

问卷 中 其 他 四 个 问题 分 别 涉 及 图 象 的 连续 
性 .时 间 、 路程, 以 及 直线 相交 与 线性 方程 的 关 
系 . 从 纯粹 数学 角度 来 看 , 这 几 个 问题 的 难度 
高 于 找 点 的 坐标 或 者 理解 散 点 图 . 调查 结果 却 
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表明 , 学 生 回 答 的 正确 率 都 在 80% 以 上 . 可 能 
的 原因 是 , 这 四 个 问题 在 表现 形式 上 与 常规 问 
题 比较 接近 . 学 生 可 以 依赖 记忆 回答 

3. 教 学 建议 

CSMS 小 组 把 学 生 对 图 象 的 理解 , 分 为 三 
种 水 平 . 水 平 1: 能 在 坐标 系 中 表示 点 , 画 出 块 
状 图 , 识别 表示 某 斜 率 的 直线 , 能 够 解释 散 点 
图 ; 水 平 2: 解释 图 形 , 能 够 识别 上 升 的 速率 与 
梯度 之 间 的 关系 . 会 使 用 图 中 给 出 的 度量 , 解 
释 简单 的 旅程 图 , 认识 到 度量 的 变化 对 图 象 的 
影响 ; 水 平 3: 能 够 理解 图 形 与 代数 表达 式 之 间 
的 联系 . 

参照 该 研究 的 分 析 指标 体系 , 调查 问卷 的 
27 个 小 问题 中 有 13 个 在 水 平 1, 7 个 在 水 平 27 
个 在 水 平 3， 根 据 调查 结果 , 我 们 的 学 生 在 各 
个 水 平 层次 上 的 总 的 分 布 情况 如 下 
到 到 水平 学 生 比 例 | 及 悦 标 准 “ 
| 小 0 | 5.89%(11 人 ) | 车 对 10 小 题 取 下 | 
[FT “34.39% (55 人 ”| 答对 10-15 题 | 
| 永和 7 | “47.62%(90 人 ) | 答对 15-21 题 | 
[FF3| 13.17%(3 人 ) | 等 对 5727 题 | 

按照 以 上 对 学 生 水 平 的 分 析 , 我 们 对 中 学 
图 象 的 教学 提出 三 点 建议 : 

(课程 中 的 图 象 有 关 图 象 的 许多 方面 的 
内 容 按理 说 应 在 中 学 生 可 以 掌握 的 范围 之 内 ， 
包括 块 图 , 代数 式 的 图 象 表 出 以 及 在 图 象 上 夯 
点 . 然而 由 调查 表明 在 能 从 图 形 上 读 出 信息 与 
把 图 形 与 代数 联系 起 来 之 间 , 存在 着 理解 的 鸿 
沟 . 即 尽管 大 部 分 学 生 能 从 图 形 准确 读 出 信息 ， 
但 很 少 有 学 生 能 理解 图 象 与 方程 之 间 的 关系 
因此 , 在 教学 过 程 中 , 必须 引导 学 生 , 探索 图 形 
和 方程 之 间 联 系 . 

(2) 图 象 的 可 视 外 观 ， 尽管 引 入 图 象 的 一 
个 重要 目的 是 为 了 用 可 视 的 形式 来 盖 明 某 个 
数据 或 者 函数 , 但 是 有 时 图 形 也 会 由 于 其 可 视 
性 而 误导 学 生 , 这 个 障碍 在 考虑 线段 平行 的 问 
题 中 表现 得 尤为 明显 . 我 们 在 教学 中 需要 确信 
学 生 不 被 图 形 所 误导 . 

(3) 思维 的 层次 , 在 学 习 图 形 内 容 的 时 候 ， 
必须 认识 到 把 它 与 学 生 的 实际 发 展 水 平 联系 
起 来 的 重要 性 ， 很 多 教材 一 开始 就 涉及 坐标 

(下 转 封底 ) 
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一 稼 "生活 中 的 轴 对 称 公开 课 的 教学 与 评析 


321000 浙江 省 绍兴 县 教育 局 教研 室 姚 志 敏 


背景 介绍 

在 新 课程 的 理念 下 , 学 生 的 课堂 学 习 方 式 
发 生 了 根本 性 改变 , 动手 实践 、 自 主 探 索 、 合 
作 交 流 已 成 为 学 习 数 学 的 重要 方式 . 绍兴 县 秋 
瑾 中 学 王 科 英 老师 的 《生活 中 的 轴 对 称 》 课 案 ， 
精心 设计 了 教学 过 程 ， 引导 学 生 经 历 “ 做 数学 
的 过 程 ” 让 学 生动 手 、 动 脑 和 协作 学 习 来 探 
索 问 题 , 促进 学 生 的 发 展 . 探索 活动 的 设计 始 
终 围 绕 本 节 课 的 主题 展开 , 从 每 个 学 生 的 角度 
去 发 现 问题 、 思 考 问题 和 解决 问题 , 体现 “以 人 
为 本 ”, 充分 展示 学 生 个 性 , 倡导 一 种 和 谐 、 平 
等 、 互 动 的 课堂 教学 模式 . 下 面 是 这 节 课 的 过 
程 描述 及 课 后 反思 . 

一 、 创 设 情景 , 引入 课题 

1. 剪 纸 活动 

师 : 我 们 来 做 一 个 剪纸 游戏 , 看 谁 剪 出 的 图 
案 最 漂亮 , 最 有 创意 ? 

教师 示范 :将 彩 纸 对 折 , 沿 折 痕 画 简单 的 线 
条 , 剪 出 一 棵 圣诞 树 . 

学 生 操作 : 剪 出 各 种 各 样 的 图 形 , 有 鱼 、 花 、 
爱心 .葫芦 ,衣服 等 , 教师 挑选 三 幅 作品 贴 在 黑 
板 上 . 

师 :观察 这 些 图 形 有 什么 共同 的 特点 ? 

生 1: 左 右 两 边 一 样 . 

生 2: 对 折 的 两 部 分 是 完全 重合 的 . 

师 :很 好 , 对 折 后 两 部 分 完全 重合 , 也 就 是 
这 两 部 分 是 对 称 的 . 其 实 我 们 就 生活 在 一 个 充 
满 对 称 的 世界 之 中 , 从 自然 界 中 的 动物 、 植 物 ， 
到 小 巧 精致 的 工艺 品 和 雄伟 壮丽 的 建筑 , 处 处 
体现 了 对 称 给 人 类 带 来 的 平衡 之 美 与 和 谐 之 
美 , 让 我 们 一 起 来 感受 一 下 这 种 美 . 

2. 多 媒体 演示 以 下 一 组 图 片 : 蝴蝶 、 建 筑 














物 、 脸 谱 、 靖 奖 、………… (演示 完毕 , 出 示 课题 9.1 
生活 中 的 轴 对 称 ) 

点 评 : 通 过 每 个 学 生 的 剪纸 , 小 组 交流 , 既 
培养 了 学 生 的 独立 探究 能 力 , 又 增强 了 学 生 的 
合作 意识 , 并 通过 自然 界 的 对 称 美 激发 了 学 生 
的 探索 热情 , 积极 去 追求 知识 的 完美 , 符合 新 
课程 标准 的 理念 . 

二 、 提 出 问题 , 积极 探索 

1. 探 索 1( 轴 对 称 图 形 ) 

(1) 学 生 归 纳 定 义 

多 媒体 课件 演示 几 幅 轴 对 称 图 形 (蝴蝶 、 
山 合 映 水 中 、 等 腰 三 角形 ) 沿 直 线 对 折 重 合 的 
过 程 , 请 学 生 仔细 观察 屏幕 上 反复 折 敌 的 演示 
过 程 , 讨论 , 归纳 得 出 轴 对 称 图 形 的 定义 . 

点 评 :学 生 探索 轴 对 称 图 形 的 特征 时 , 教师 
演示 了 "反复 " 折 友 这 一 过 程 , 意 在 培养 观察 、 
归纳 能 力 , 学 生 通 过 感性 认识 了 解 对 称 之 美 ， 
并 渴求 更 深层 次 的 知识 , 体现 了 学 生 的 学 习 是 
在 原 有 知识 基础 上 的 自我 生成 过 程 . 

(2) 基础 知识 题 

师 :我 们 日 常生 活 中 有 很 多 物体 的 平面 图 
是 轴 对 称 图 形 , 大 家 能 举例 说 说 吗 ? 

(学 生 回答 有 人 体 、 飞 机 、 加 拿 大 国旗 、 眼 
镜 、.…… .) 

师 :大 家 说 得 非常 好 , 我 发 现 同学 们 思路 特 
别 开 益 , 知识 面 特别 广泛 , 平时 对 事物 的 观察 
也 特别 细致 . 

点 评 :及 时 表扬 , 使 不 同 层 次 的 学 生 都 感受 

知识 应 用 :书本 P.68 练 习 2. 

点 评 :做 完 练习 后 , 教师 要 求学 生 探 索 : 判 
断 一 个 图 形 是 否 是 轴 对 称 图 形 , 要 从 不 同 的 角 
度 去 观察 , 不 能 有 思维 定 势 一 认为 左右 才 可 
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以 对 称 , 培养 学 生 多 和 角度 分 析 问 题 , 并 相互 交 
流 , 养 成 集体 合作 的 意识 . 

师 :前面 我 们 已 经 认识 了 很 多 平面 图 形 , 一 
起 来 找 找 图 1 所 示 的 平面 图 形 中 , 哪些 是 轴 对 
称 图 形 ? 找 出 轴 对 称 图 形 的 所 有 对 称 轴 . 


(1) (2) (3) (4) 


(5) (6) (7) (8) 
图 1 

学 生 独 立 思考 之 后 , 小 组 展开 讨论 、 交 流 ， 
小 组 代表 发 表意 见 , 各 组 互相 补充 . 

师 : 真 棒 , 由 此 我 们 可 以 知道 一 个 轴 对 称 图 
形 的 对 称 轴 条 数 是 否 只 有 一 条 ? 

生 ( 大 部 分 ): 不 是 , 不 同 的 轴 对 称 图 形 可 以 
有 不 同 的 对 称 轴 条 数 . 

点 评 :从 生活 的 实际 情景 中 、 几 何 图 形 中 
来 认识 轴 对 称 图 形 ， 从 最 近 发 展区 原理 来 看 ， 
符合 学 生 的 认 知 规律 . 

(3) 英语 能 力 题 

师 :前 面 同学 们 的 表现 都 非常 出 色 , 那 老师 
要 来 考 考 大 家 的 英语 能 力 . 

出 示 英 语 能 力 题 :Which of these times 


are symmetrical? 


(1) (2) (3) 
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师 : 有 不 同意 见 吗 ? 

班长 举 手 . 

师 :好 , 请 说 出 与 他 们 意见 不 一 致 的 地 方 . 

班长 :我 觉得 图 2(5) 不 是 , 元 右 对 折 ，“2 字 
不 能 完全 重合 . 

生 : 咽 , 对 (点 头 , 知 有 所 悟 ). 

师 :明白 了 吗 ? 其 中 图 2(1)、 2(2) 两 个 时 间 
分 别 有 几 条 对 称 轴 ? 

生 :明白 , 两 条 . 

点 评 : 出 示 英 语 题 既是 调动 学 生 的 学 习 兴 
趣 , 又 是 学 科 间 相互 渗透 的 体现 ,同时 对 学 生 
探索 能 力 的 培养 起 到 较 好 的 作用 , 尤其 培养 了 
学 生 勇 于 思考 , 积极 探索 的 科学 精神 . 密教 于 
乐 . 

(4) 动手 操作 题 

师 : 基于 大 家 刚才 的 表现 , 老师 相信 你 们 肯 
定 能 找 出 下 面 问题 的 答案 . 

出 示 动 手 操 作 题 : 如 图 3 所 示 , 由 4 个 小 正 
方形 组 成 的 工 形 图 中 , 请 你 在 图 中 添加 一 个 同 
样 大 小 的 正方 形 , 使 之 成 为 轴 对 称 图 形 . 










































































图 3 图 4 图 5 图 6 
将 3 个 由 纸板 剪 成 工 形 图 贴 在 黑板 上 , 鼓 
励 学 生 上 来 动手 尝试 . 学 生 纷纷 举 手 , 踊跃 答 
题 : 经 过 讨论 , 学 生 完 全 有 能 力 将 图 4、 图 5、 图 
6, 三 种 情况 回答 完整 . 
点 评 : 这 里 让 学 生 观 察 、 想 象 、 讨 论 、 动 手 实 
践 , 将 不 同 层次 的 学 生 都 调动 起 来 , 激励 他 们 





(4) (5) (6) 










































































(7) (8) 
图 2 
师 : 谁 能 翻译 一 下 题 意 ? 
生 :下 列 时 间 哪 些 是 轴 对 称 图 形 ? 
小 组 展开 讨论 , 2 ~ 3 分 钟 后 . 
师 :第 二 小 组 来 发 表 一 下 你 们 的 见解 . 
生 :前 7 个 时 间 都 是 (图 2(1) 一 (7)). 











学 习 的 信心 , 为 学 生 的 能 力 提 高 和 知识 掌握 营 
造 了 良好 的 环境 . 教师 在 生活 和 实践 的 背景 下 
引导 了 学 生 对 轴 对 称 图 形 理解 . 

2. 探 索 2( 轴 对 称 ) 

(1) 屏幕 展 出 建筑 物 倒映 在 水 中 的 轴 对 称 
图 形 , 利用 多 媒体 技术 将 轴 对 称 图 形 的 上 下 两 
部 分 以 轴 对 称 为 分 界线 , 用 同样 的 速度 上 、 下 

师 :请 大 家 观察 :任何 时 刻 这 两 个 图 形 存在 
什么 样 的 关系 ? 沿 对 称 轴 对 折 会 怎样 ? 
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在 教师 引导 下 , 学 生 通 过 观察 .讨论 , 得 出 
轴 对 称 定义 . 

(2) 出 示 一 组 图 形 (图 7), 这 两 个 图 形成 轴 
对 称 吗 ? 





生 ( 众 ): 成 轴 对 称 . 

多 媒体 演示 多 次 翻 折 重 合 过 程 , 加 深 学 生 
理解 . 

师 :两 个 图 形 重合 时 我 们 发 现 点 4 和 哪个 
点 重合 ? 

此 处 通过 提问 引出 对 称 点 、 对 应 边 、 对 应 角 
等 概念 , 及 对 应 边 相 等 、 对 应 角 相 等 的 性 质 . 

(3) 应 用 新 知 

a. 如 图 8, 直角 三 角形 4BC 中 ，ZC 是 直 
角 , 点 BB 在 直线 MN 上 , A4i BiC 与 A4BC 
关于 直线 MN 对 称 , 回答 下 列 问题 : 


M 
CO 2 人 Bi 


C1 
N 
41 
图 8 
1) 点 BB 的 对 称 点 是 ，AC 的 对 
边 是 ,人 《C 的 对 应 角 是 _ : 
2) 人 A1B1C1 是 三 角形 , 因为 


可 


b. 墨 水 实验 (两 位 学 生 上 来 操作 , 作出 轴 对 
称 图 形 和 两 块 墨迹 成 轴 对 称 ). 

5. 动 手 操作 题 

师 : 你 能 用 手中 两 块 大 小 .形状 完全 一 样 的 
直角 三 角形 纸 片 ( 课 前 已 准备 好 ), 拼 轴 对 称 图 
形 吗 ? 试 一 试 , 看 组 内 同学 的 拼 法 是 否 一 样 . 

学 生动 手 操作 , 小 组 讨论 , 并 将 不 同 的 拼 
法 贴 在 黑板 上 , 教师 巡视 , 指点 . 
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师 :同学 们 思路 开阔 找到 了 这 么 多 的 拼 
法 , 真 棒 , 那 大 家 再 思考 ,能 否 将 这 些 轴 对 称 
图 形 稍 加 改变 , 使 这 两 块 形状 、 大 小 一 致 的 直 
角 三 角形 纸 片 折 成 轴 对 称 ? 

生 ( 少 数 六 能 , 将 轴 对 称 图 形 拉 开 . 

师 : 对 , 虽然 将 对 称 的 两 部 分 对 称 轴 平 移 开 
就 可 以 , 但 拉 开 的 距离 要 一 致 

师 (指向 拼 成 矩形 的 轴 对 称 图 形 ): 这 个 图 
形 将 两 块 三 角形 拉 开 , 它们 成 轴 对 称 吗 (学 生 
生 面 露 困惑 之 色 )? 

师 : 拉 开 后 , 对 折 试 试 . 

生 : 不 成 轴 对 称 . 

师 : 由 此 , 大 小 、 形 状 相同 的 两 个 图 形 是 否 
一 定 能 关于 某 直 线 成 轴 对 称 呢 ? 

生 ( 众 ): 不 一 定 . 

师 : 对 , 成 轴 对 称 的 两 个 图 形 不 但 形状 , 大 
小 完全 一 致 , 而 且 对 于 它们 的 位 置 有 一 定 的 要 
求 , 即 对 折 后 要 能 完全 重合 . 

点 评 :通过 自主 探索 、 小 组 交流 , 把 轴 对 称 

念 耶 以 描述 , 同时 和 轴 对 称 图 形 进行 比较 , 达 

到 了 积极 参与 和 有 效 合作 的 和 谐 统一 . 通过 小 
组 学 习 , 让 学 生 学 会 合作 ; 通过 全 班 交流 , 共同 
讨论 、 探 索 数 学 规律 , 让 学 生 学 会 学 习 . 发 挥 
了 学 生 数 学 学 习 的 主动 性 和 积极 性 . 体现 人 人 
学 习 有 价值 的 数学 理念 . 
三 、 启 发 引导 , 归纳 小 结 
师 生 共同 完成 下 表 


“ 轴 对 称 图 形 " 和 “ 轴 对 称 ” 的 区 别 与 联系 : 
轴 对 称 轴 对 称 




















图 形 之 间 的 一 种 大 
小 和 位 置 关系 . 











寺 称 图 形 沿 着 对 称 轴 分 成 两 部 分 , 屠 
么 这 两 个 部 分 的 图 形 关于 这 条 直线 成 轴 对 称 . 
系 |3. 如 果 把 轴 对 称 的 两 个 图 形 看 成 一 个 整体 , 那么 
它 就 是 一 个 轴 对 称 图 形 . 
点 评 :通过 学 生 对 所 学 知识 收集 整理、 交 














流 , 体现 学 生 的 主体 性 , 培养 学 生 的 归纳 能 力 . 
四 、 巩 固 提高 
1. 作 业 本 A: 
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教学 实录 :探索 勾 股 定理 (一 


246600 安徽 省 岳 西 县 城关 中 学 李 庆 社 


一 、 创设 问题 情境 , 引入 新 课 
出 示 投 影片 (1.1.1 A) 
(1) 三 角形 按 角 分 类 , 可 分 为 | 


(2) 对 于 一 般 的 三 角形 来 说 , 判断 它们 全 等 
的 条 件 有 哪些 ? 对 于 直角 三 角形 呢 ? 

(3) 有 两 个 直角 三 角形 , 如 果 有 两 条 边 对 应 
相等 , 那么 这 两 个 直角 三 角形 一 定 全 等 吗 ? 

生 答 ( 略 ). 

这 节 课 , 我 们 就 来 继续 研究 直角 三 角形 . 

二 、 讲 述 新 课 

1. 问 题 囊 

| 师 ] (出 示 投 影片 $1.1.1 B) 

观察 下 图 , 并 回答 问题 : 

(1) 观 察 . 

在 图 1 中 , 正方 形 4 中 含有 _ 个 小 方 
格 , 即 4 的 面积 是 个 单位 面积 ; 

正方 形 B 中 含有 个 小 方 格 , 即 BB 的 
面积 是 个 单位 面积 ; 

正方 形 C 中 含有 _ 个 小 方 格 , 即 C 的 
面积 是 个 单位 面积 , 

(2) 在 图 2、 图 3 中 , 正方 形 4、B、C 中 各 含 
有 多 少 个 小 方 格 ? 它们 的 面积 各 是 多 少 个 单 
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2. 实 践 应 用 :请 你 收集 生活 中 是 轴 对 称 图 
形 的 商标 . 

课 后 总 体 评析 : 

1. 本 节 课 从 学 生 原 有 生活 知识 经 验 着 手 ， 
通过 学 生 的 画 、 剪 、 拼 等 动手 实践 操作 活动 ， 
让 学 生 主动 地 探索 和 发 现 新 知识 , 如 : 剪纸 ,时 
间 显 示 问 题 、 黑 水 实验 及 “L” 型 图 形变 成 轴 对 
称 图 形 的 操作 等 , 真正 引导 学 生 经 历 了 “做 数 
学 的 过 程 … 这 样 , 既 激 发 学 生 的 学 习 兴 趣 , 培 





位 面积 ? 你 是 如 何 得 到 上 述 结果 的 ? 与 同伴 交 
流 . 
































































































































(3) 请 将 上 述 结果 填 入 下 表 , 你 能 发 现 正方 
形 A、B、C 的 面积 关系 吗 ? 
国 4 的 面积 BB 的 面积 
(单位 面积 ) | (单位 面积 ) 

| 
Th 
IT 

生 答 咯 ) 

2. 做 一 做 

出 示 投 影片 (§1.1.1 C) 

(1) 观 察 图 4、 图 5. 


分 的 面积 
(单位 面积 ) 








TT 


养 学 生动 手 操作 技能 和 归纳 想象 能 力 , 更 培养 
学 生 主动 获取 新 知识 的 能 力 . 

2. 本 堂 课 营造 了 “自主 探索 , 合作 交流 ”的 
氛围 . 教师 调动 学 生 主 动 参与 ,自主 探索 和 合 
作 交 流 , 无 论 是 布置 探索 内 容 , 还 是 参与 讨论 、 
协调 学 生 之 间 的 交流 、 及 时 鼓励 评价 学 生 等 方 
面 , 教师 的 角色 已 经 发 生 了 很 大 的 变化 , 由 原 
来 的 指导 者 转变 为 组 织 者 、 引导 者 和 活动 的 配 
合 者 . 
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并 填写 下 表 : 

| 分 的 面积 

(单位 面积 ) 
[EE 
[图 5| | | 
你 是 怎样 得 到 上 面 结果 的 ? 与 同伴 交流 
(2) 三 个 正方 形 4、 B、C 的 面积 之 间 有 何 
关系 ? 

让 学 生 先 独立 思考 , 然后 填写 上 面 的 表格 
最 后 以 小 组 为 单位 充分 交流 各 自 的 想法 , 特别 
是 在 计算 斜 边 上 的 正方 形 的 面积 即 正方 形 C 的 
求法 . 

[ 师 生 共 析 ] 根 据 图 么 图 5 可 填 表 如 下 : 

4 的 面积 BB 的 面积 4 的 面积 

(单位 面积 ) (单位 面积 ) (单位 面积 ) 
Wi 9 
4 

我 们 先 来 观察 图 4 不 难看 出 4、B 分 别 合 
有 16 个 小 方 格 ,9 个 小 方 客 , 所 以 A、 B 的 面积 
分 别 为 16 个 单位 面积 .9 个 单位 面积 , 但 斜 边 
上 的 正方 形 C 的 面积 的 计算 较为 复杂 , 我 们 可 
用 以 下 几 种 方法 求 得 : 

第 一 种 方法 : 将 正方 形 C 分割 成 4 个 直角 
边 长 分 别 为 3. 4 全 等 的 直角 三 角形 和 中 间 的 
一 个 小 方 格 , 利用 计算 三 角形 面积 的 公式 可 得 
正 访 形 C 的 面积 为 4x (x3x4) +1 = 
24 十 1 二 25 个 单位 面积 . 

第 二 种 方法 : 直接 数 正方 形 C 中 含有 多 少 
个 小 方 格 , 但 需要 适当 地 拼凑 , 在 第 一 种 方法 
中 ,我们 将 正方 形 分 割 成 5 部 分 , 直角 三 角形 


BB 的 面积 
(单位 面积 ) 


么 的 面积 
(单位 面积 ) 
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I、 工 \、 王 ,IV 和 一 个 小 方 格 , 其 中 直角 三 角形 工 
亚 可 拼凑 成 一 个 长 和 宽 分 别 为 3 和 4 的 长 方形 ， 
含有 12 个 小 方 格 , 同 理工 IV 也 可 拼凑 成 12 个 
小 方 格 , 所 以 正方 形 C 中 共有 12 十 12 十 1 = 25 
个 小 方 格 , 即 C 的 面积 为 25 个 单位 面积 . 

第 三 种 方法 : 可 将 直角 三 角形 I、 全、IV 
沿 正方 形 C 的 边 外 翻 , 就 得 到 一 个 边 长 为 7 个 
单位 长 度 的 正方 形 , 这 时 正方 形 C 的 面积 就 为 
(49 一 1) 二 2 十 1 = 25 个 单位 面积 . 

图 5 与 图 4 同 理 . 

我 们 从 上 表 不 难 发 现 16 十 9 = 25, 4 十 9 = 
13, 即 C 的 面积 = 4 的 面积 十 B 的 面积 . 

[| 师 ] 图 4 和 图 5 中 的 三 个 正方 形 4、B、C 
也 是 由 中 间 的 直角 三 角形 “长 "出 来 的 , 你 能 从 
三 个 正方 形 的 面积 关系 与 直角 三 角形 的 三 边 
关系 找 出 它们 的 联系 吗 ? 

[ 生 ] 图 4 中 的 正方 形 4、B、C 的 面积 分 别 
是 直角 三 角形 两 条 直角 边 的 平方 和 和 斜 边 的 平 
方 , 根据 三 个 正方 形 的 面积 关系 , 我 们 不 难 发 
现 , 在 这 个 直角 三 角形 中 , 两 条 直角 边 的 平方 
和 等 于 斜 边 的 平方 . 由 图 5 我 们 也 可 得 出 同样 
的 结论 . 

3. 议 一 议 

| 师 ] 我 们 通过 对 前 面 几 个 直角 三 角形 的 讨 
论 、 分 析 , 你 能 归纳 出 直角 三 角形 三 边 长 度 存 
在 的 关系 吗 ? 用 自己 的 语言 表达 你 的 重大 发 








现 并 与 同伴 交流 . 
| 生 ] 在 直角 三 角形 中 , 两 条 直角 边 长 度 的 平 
方 和 等 于 斜 边 的 平方 . 


师 ] 这 是 由 前 面 几 个 特例 猜想 出 来 的 , 是 
否 合理 呢 ? 我 们 不 妨 作 几 个 直角 三 角形 检验 一 
下 . 例如 , 作 一 个 分 别 以 5 厘米 .12 厘米 为 直角 
边 的 直角 三 角形 , 然后 测量 斜 边 的 长 度 , 通过 
计算 看 一 下 直角 三 角形 三 边 的 规律 还 成 立 吗 ? 

[ 生 ]1. 作 一 个 直角 MCN; 

2. 以 C 为 圆心 , 分 别 以 5 厘米 .12 厘 米 为 半 
径 画 弧 交 CM、CN 于 点 A、B; 

3. 连 结 4 已 . 

用 刻度 尺 量 出 斜 边 4AB 的 长 度 ( 强 调 注 意 
测量 的 误差 ) 为 13 厘米 ， 经 检验 斜 边 4B2” = 
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132 二 169, 两 直角 边 平方 和 4C2 + BC? = 
52 十 122 = 25 十 144 = 169. 即 两 直角 边 的 平 
方 和 等 于 斜 边 的 平方 (图 略 ). 

| 师 ] 很 好 . 同学 们 不 妨 多 作 几 个 不 同 的 直 
角 三 角形 , 用 上 面 的 方法 检验 直角 三 角形 三 边 

| 师 生 共 析 ] 通过 特例 猜想 、 检 验 , 我 们 不 难 
发 现 , 直角 三 角形 的 三 边 的 规律 是 成 立 的 , 这 
就 是 我 们 将 要 介绍 的 重点 内 容 一 - 勾 股 定理 :如 
果 直 角 三 角形 两 直角 边 分 别 为 a、5, 斜 边 为 c， 
那么 oa? 十 中 = 局 , 即 直 角 三 角形 两 直角 边 的 
平方 和 等 于 和 斜 边 的 平方 . 

4. 读 一 读 ( 课 本 P.5) ( 略 ) 

5. 想 一 想 

| 师 ] 小 明 的 妈妈 买 了 一 台 29 英寸 (74 厘 
米 ) 的 电视 机 . 小明 量 了 电视 机 的 荧屏 后 ， 发 
现 获 屏 只 有 58 厘米 长 和 46 厘米 宽 , 他 觉得 一 
定 是 售货员 搞 错 了 ,你 同意 他 的 想法 吗 ? 你 能 
解释 这 是 为 什么 吗 ? 

[ 生 1 直 我 听 和 爸爸 说 过 , 29 英 寸 或 74 厘 米 的 
电视 机 , 是 措 荧屏 对 角 线 的 长 度 , 而 不 是 其 长 

[ 生 2] 可 是 , 连结 荧屏 的 对 角 线 将 长 方形 的 
荧屏 分 成 全 等 的 两 个 直角 三 角形 . 根据 勾 股 定 
理 , 长 ?十 宽 ? = 742, 可 582 十 46? 夭 742, 这 是 
为 什么 呢 ? 

[ 生 1] 因 为 荧屏 边框 让 羡 了 一 部 分 , 所 以 实 
际 测量 存在 一 些 误 差 . 

| 师 ] 的 确 如 此 , 但 这 里 我 们 要 知道 一 个 生 
活 常识 , 29 英 寸 (74 厘 米 ) 指 的 是 荧屏 的 对 角 线 
的 长 度 , 而 非 荧 屏 的 长 或 宽 . 

6. 例题 讲解 

例 在 人 人 4BC 中 , LC = 90°. 

(1) 阁 a 二 8,5 二 6, 则 c= 二 _  ; 

(2) 阁 c= 二 20,5==12, 则 4 一 ; 

(3) 若 ww :5 = 二 3:4,c= 10, 则 a = 

,b= 
| 师 生 共 析 |] 
分 析 : 在 人 4BC 中 , ZC = 90°, 所 以 有 关 
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系 :ao2 十 以 = .在 此 关系 式 中 , 涉及 到 三 个 
量 , 利用 方程 的 思想 , 可 “ 知 二 求 一 ”. 

解 : 根据 题 意 可 得 十 只 = C7. 

(1) 若 a = 8, 5= 6, 所 以 8 十 G2 = c2. 即 
cz 二 100, c > 0, 所 以 c= 10; 

(2) 若 c = 20, 5 = 12, 所 以 a2 + 122 = 
202, 即 a2 = 202 一 12?2 = (20 十 12)(20 一 12) = 
32 x8=162, a > 0, 所 以 a = 16; 

(3) 阁 a :5 二 3 :4, 可 设 a = 3zx, b= 4x, 
所 以 (37x)? 十 (47x)? = 102. 

化 简 , 得 9z2 + 16z2 = 100, 25z2 = 100， 
2Z2 一 47 一 2(z>0)， 

所 以 a=37z = 6;50= 47xz=&. 

评注 : 综合 上 述 解 法 可 以 发 现 ， 形 ( 即 
A4BC 为 直角 三 角形 ) 与 数 (o 十 只 = c2) 的 
统一 , 所 以 我 们 说 勾 股 定理 是 形 与 数 的 结合 . 

三 、 课 时 小 结 

先 由 学 生 自己 总 结 , 然后 师 生 共同 完成 . 
这 节 课 我 们 主要 研究 : 

1. 从 特例 猜想 出 勾 股 定理 ; 

2. 用 特例 检验 了 勾 股 定理 ; 

3. 简 单 了 解 了 勾 股 定理 的 应 用 . 

四 、 课 后 作业 

1. 课 本 P.6, 习题 6.1. 

2. 到 网 上 或 图 书 室 查 阅 关于 勾 股 定理 的 资 
料 . 

五 活动 与 探究 

有 一 根 长 70 cm 的 木 棒 , 要 放 在 长 、 宽 、 高 
分 别 是 50cm、40 cm、30 cm 的 木 箱 中 ,能 放 
进去 吗 ? 

过 程 : 在 实际 生活 中 , 工程 设计 方案 往往 比 
较 多 , 应 用 所 学 的 知识 进行 计算 方 可 解决 , 而 
此 题 正 是 需要 我 们 大 胆 实践 和 创新 , 用 我 们 学 
过 的 勾 股 定理 和 丰富 的 空间 想象 力 来 解决 . 我 
们 可 注意 到 木 棒 虽 比 木 箱 的 各 边 都 长 , 按 各 边 
的 大 小 放 不 进去 , 但 木 箱 是 长 方 体 , 可 以 利用 
空间 的 最 长 长 度 , 如 AC". 

结果 : 由 图 6 可 得 , 44' = 30cm, A’B’ = 
50cm, B'C' = 40cm. A4B'CO、A44'C 都 
为 直角 三 角形 . 由 勾 股 定理 得 4C”=A'B” 十 
B'C”. 在 Rt 人 4AA4'C' 中 , 4C' 最 长 , 则 
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立足 视图 ”重视 考查 空间 观念 ” 
362300 福建 省 南安 市 教师 进修 学 校 肖 拔 南 


2001 年 9 月 进入 国家 级 的 38 个 基础 教育 
课程 改革 实验 区 的 学 生 ，2004 年 已 初中 毕业 ， 
其 中 有 17 个 实验 区 根据 新 课 标 进行 中 考 单独 
命题 , 单独 计划 招生 , 其 命题 思路 、 形 式 、 立 意 
肯定 会 对 今后 其 它 地 区 中 考试 题 的 命题 产生 
较 大 的 积极 影响 . 为 此 , 笔者 从 收集 到 的 十 几 
份 实验 区 数学 试卷 进行 探究 , 从 中 发 现 , 它们 
基本 杜绝 了 生 搬 硬 套 、 纯 粹 背 记 、 机 械 计 算 的 
试题 , 不 出 繁 难 偏 上 日 、 人 为 编造 的 计算 题 、 证 
明 题 , 试题 精彩 纷呈 , 亮点 诸多 . 值得 一 提 的 是 
有 关 “ 视 图 ”的 考题 引 人 注 目 , 它们 立足 “视图 ”， 
高 于 “视图 ”, 有 效 地 考查 了 学 生 的 空间 观念 . 现 
将 此 类 考题 进行 归纳 、 整 理 、 分 析 , 期 望 抛 砖 
引 玉 , 与 同行 交流 共享 . 

一 、 从 “几何 体 ” 到 “三 视图 ” 

例 1 (河北 省 鹿 泉 市 实验 区 2004 年 初中 
毕业 生 学 业 考 试题 ) 图 1 中 几何 体 的 主 视图 













































































(A) (B) (OC) (D) 
例 2 (四 省 区 灵 武 、 开 福 、 曲 沃 、 乌 海 实 
验 区 2004 年 初中 毕业 生 学 业 考 试题 ) 小 明 从 正 


mrOrOrOrOrOrOrOrOrOrOrOrOrrr rr rr rr 


402 十 502 = 5000 > 702. 


故 70cm 的 棒 能 放 入 长 、 宽 、 高 分 别 为 50 
cm、40 cm、30cm 的 木 箱 中 . 


面 观察 图 2 所 示 的 两 个 物体 , 看 到 的 是 ……( ) 



































CO) 


(A) (B) (C) (D) 

例 3 (四 川 省 成 都 市 凡 县 实验 区 2004 年 
初中 毕业 生 学 业 考 试题 ) 将 图 3 所 示 放 置 的 一 
个 直角 三 角形 4BC(LZC = 90°) 绕 斜 边 4B 旋 
转 一 周 , 所 得 到 的 几何 体 的 正视 图 是 下 面 四 个 
图 形 串 的 om ( ) 


A 


B 
图 3 
(A) (B) (0) (D) 


简 析 : 与 原 大 纲 相 比 , 新 课 标 增加 了 “ 视 
图 和 投影 ”的 学 习 内 容 , 其 意图 是 通过 二 维 与 
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三 维 图 形 的 联系 和 转换 , 发 展 学 生 的 空间 观念 . 
课 标 要 求 “会 判断 简单 物体 的 三 视图 ”, 即 要 求 
学 生 在 给 出 简单 物体 (几何 体 ) 的 条 件 下 , 从 一 
组 三 视图 中 将 指定 的 简单 物体 (几何 体 ) 的 三 
视图 选 出 来 , 这 是 课 标 对 “视图 ”的 最 基本 要 求 . 
由 此 可 见 , 例 1、 例 2 的 考查 是 符合 课 标的 最 基 
本 要 求 , 属于 “ 送 分 题 ”的 类 型 , 而 例 3 稍 微 提 高 
一 点 难度 , 不 是 直接 给 出 这 个 几何 体 , 而 是 给 

出 一 个 直角 三 角形 平面 图 , 但 考生 只 要 先 把 平 
面 图 形 “ 动 起 来 在 头脑 中 旋转 一 周 后 , 想象 
出 所 得 到 的 几何 体 , 也 就 能 确定 这 个 几何 体 的 
三 视图 . 

二 、 从 “三 视图 ”到 “几何 体 ” 








例 4 (深圳 市 南山 实验 区 2004 初 中 毕业 
生 学 业 考 试题 ) 某 物体 的 三 视图 是 如 图 4 所 示 
的 三 个 图 形 , 那么 该 物体 形状 是 …………… ( ) 

(A) 长 方 体 ; (B) 圆锥 体 ; 

(C) 正方体 ; (D) 圆柱 体 . 




















() 


(正视 图 ) ( 左 视图 ) (俯视 图 ) 
图 4 
例 5 (深圳 市 南山 实验 区 2004 年 初中 毕 
业 生 学 业 考试 副题 ) 物体 的 三 视图 是 如 图 5 所 
示 的 三 个 图 形 , 那么 该 物体 形状 是 …………… ( ) 
- ) 长 方 体 ; ) 正 方 体 ; 
C) 圆锥 体 ; D) 圆柱 体 . 


AAA 


(正视 图 ) ( 左 视图 ) (俯视 图 ) 
图 5 
例 6 (广西 省 南宁 市 实验 区 2004 年 初中 
毕业 生 学 业 考 试题 ) 下 列 图 6 的 主 视图 和 俯视 
图 对 应 下 面 的 哪个 物体 a ( ) 
简 析 : ” 课 标 在 要 求学 生 “ 会 判断 简单 物体 
的 三 视图 ”的 同时 , 紧 接着 提出 “能 根据 三 视图 
描述 基本 几何 体 或 实物 原型 ”, 而 对 “基本 几何 
体 ” 所 包括 的 范围 , 课 标 特别 注 明 是 指 直 棱柱 、 
圆柱 圆锥 、 球 . 由 此 可 见 例 4. 例 5、 例 6 较 准 确 
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(A) (©C) (D) 
人 着 眼 基 础 , 面向 大 多 数 
学 生 , 题目 难度 不 大 , 容易 入 手 , 突出 了 数学 教 
育 面 向 全 体 学 生 , 体现 了 “人 人 学 有 价值 的 数 
学 , 人 人 都 能 获得 必需 的 数学 "的 教育 新 观念 . 

三 、 从 “正方 体 ” 到 “平面 展开 图 ” 

例 7 (黑龙 江 省 宁 安 市 实验 区 2004 年 初 
中 毕业 生 学 业 考 试题 ) 下 列 各 图 中 , 可 以 是 一 
个 正方 体 的 平面 展开 图 的 是 ER ( ) 



















































































(A) (B) (C) (D) 

例 8 (海南 省 海口 市 实验 区 2004 年 初中 
毕业 生 学 业 考 试题 ) 下 面 的 平面 图 形 中 , 是 正 
方 体 的 平面 展开 图 的 是 .pp ( ) 










































































A) (B) (©) (D) 


简 析 :” 课 标 要 求学 生 “ 能 根据 展开 图 判断 
和 制作 立方 体 模型 "、“ 了 解 基本 几何 体 与 其 三 
视图 、 展 开 图 ( 球 除外 ) 之 间 的 关系 "， 对 于 例 
7、 例 8 这 样 的 考题 , 学 生 可 通过 排除 法 , 一 一 
折 炙 验证 , 从 而 选 出 正确 答案 . 在 折 肢 验证 时 ， 
学 生 要 经 历 观察 、 想象 、 比较、 综合 、 抽象 分 析 
的 过 程 , 所 以 这 类 考题 能 有 效 地 考察 学 生 对 空 
间 与 平面 相互 关系 的 理解 和 把 握 程 度 . 

四 、 从 “视图 ”到 “计算 推理 探 完 ” 

例 9 (山东 省 青岛 市 实验 区 2004 年 初中 
毕业 生 学 业 考 试题 ) 观察 下 列 由 楼 长 为 1 的 小 
正方 体 摆 成 的 图 形 , 寻找 规律 : 
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如 图 7(1) 中 , 共有 1 个 小 立方 体 , 其 中 1 个 
看 得 见 , 0 个 看 不 见 ; 如 图 7(2) 中 , 共有 8 个 小 
立方 体 , 其 中 7 个 看 得 见 , 1 个 看 不 见 ; 如 图 7(3) 
中 , 共有 27 个 小 立方 体 , 其 中 19 个 看 得 见 , 8 个 
看 不 见 ; :…………… , 则 图 7(6) 中 , 看 不 见 的 小 立方 
体 有 个 . 
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(1) (2) (3) 
图 7 

简 析 :” 这 道 “ 视 而 不 见 ” 的 考题 , 形式 新 颖 ， 
活 沁 有趣 . 学 生 要 通过 观察 、 探 索 、 猜 想 、 验 
证 , 从 而 找 出 规律 , 才能 完成 解答 (答案 是 :125 
个 ).， 该 题 不 仅 考查 了 学 生 几 何 知识 的 灵活 运 
用 , 同时 也 考查 了 学 生 的 空间 想象 能 力 和 判断 
推理 能 力 . 

例 10 (贵州 省 贵阳 市 实验 区 2004 年 初中 
毕业 生 学 业 考 试题 ) 楼 长 是 1 厘米 的 小 正方 体 
组 成 如 图 8 所 示 的 几何 体 , 那么 这 个 几何 体 的 








素面 各 是 和 下 C3 
(A)36 平 方 厘米 (B)33 平 方 厘米 ; 
(D)27 平 方 厘米 . 


(C) 30 平 方 厘米 ; 





简 析 : 该 题 以 “四 凸 不 平 "、“ 错 落 有 致 ”的 
几何 体 为 背景 , 不 仅 考 查 学 生 对 “表面 积 ” 这 个 
概念 的 理解 是 否 透彻 , 同时 考查 了 学 生 的 观察 
能 力 和 空间 想象 能 力 (答案 : 选 (A)). 

例 11 (青海 省 滥 中 县 实验 区 2004 年 初中 
毕业 生 学 业 考 试题 ) 图 9 是 由 一 些 相 同 的 小 正 
方 体 构成 的 几何 体 的 三 视图 , 这 些 相 同 的 小 正 
方 体 的 个 数 是 ee ( ) 

(A)4 个 ; (B)5 个 ; (C)6 个 ; (D)7 个 . 

简 析 : ”学 生 要 回答 这 个 问题 , 必须 多 次 进 
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主 视图 左 视图 俯视 图 

































































行 “ 如 果 :……… ,那么 ………… ”的 思考 , 把 四 个 选 
择 支 一 一 尝试 , 才能 得 出 正确 的 结论 . 要 经 历 
典型 的 数学 解决 问题 过 程 : 提出 假设 , 得 出 一 个 
结论 , 证 实 或 否定 这 个 结论 . 这 里 虽然 没有 严 
密 的 命题 逻辑 和 演绎 推理 , 但 与 直观 结合 的 思 
考 , 合 情 地 推理 , 照样 能 得 出 正确 的 结论 , 这 是 
发 展 学 生 空间 观念 的 必 经 之 路 (答案 : 选 (B)). 

例 12 (贵州 省 贵阳 市 实验 区 2004 年 初中 
毕业 生 学 业 考 试题 ) 由 一 些 大 小 相同 的 小 正方 
体 组 成 的 简单 几何 体 的 主 视图 和 俯视 图 , 如 图 
10 所 示 . 

(1) 请 你 画 出 这 个 几何 体 的 一 种 左 视图 ; 

(2) 若 组 成 这 个 几何 体 的 小 正方 体 的 块 数 
为 请 你 写 出 nn 的 所 有 可 能 值 . 















































主 视图 俯视 图 
图 10 
简 析 : ”这 是 一 道具 有 开放 性 、 探 索性 、 综 
合 性 的 试题 . 形式 新 颖 , 但 有 一 定 难 度 , 学 生 要 
依据 图 形 的 特点 和 “视图 ”的 基本 知识 , 寻找 符 
合 要 求 的 图 形 . 考查 了 学 生 读 图 、 识 图 、 获 取 
信息 的 基本 能 力 , 观察 、 分 析 图 形 的 能 力 . 需 
要 学 生 自 己 探索 与 研究 , 寻找 其 中 存在 的 规律 
(答案 :n = 8,9,10,11). 
此 外 ,“ 视 图 ”是 与 “投影 一 起 作为 课 标 的 
新 增 内 容 ( 见 数学 课 标 实验 版 P.40)，“ 视 图 ”的 
内 容 在 这 些 考卷 被 涉及 到 了 , 被 命题 者 重视 了 ， 
而 “投影 "的 知识 内 容 在 所 有 的 考卷 中 都 难以 找 
到 , 甚至 有 的 新 教材 也 忽略 漏 编 了 , 这 要 引起 我 
们 的 关注 与 探讨 ， 另 外 , 计算 器 已 允许 进 考 场 
了 , 那么 学 生平 时 学 习 “ 视 图 ”的 学 习 用 具 , 如 小 
正方 形 模具 、 纸 皮 等 是 否 也 可 以 进 考场 ” 学生 
在 考场 作答 时 , 如 果 是 通过 摆弄 这 些 ' 学 具 ” 来 
完成 解答 的 , 是 否 属于 作弊 、 违 规 行为 ” 这 些 
问题 , 都 需要 进一步 的 探讨 . 
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图 形 分 割 问 题 


200125 上 海 市 浦东 新 区 教育 学 院 实 验 中 学 闵 最 


所 谓 图 形 分 割 , 就 是 在 保持 面积 不 变 的 前 
提 下 , 将 一 个 或 几 个 图 形 分 割 成 两 个 或 几 个 图 
形 . 这 类 问题 贴近 生活 , 有 较 强 的 趣味 性 , 它 既 
需要 动手 实践 , 又 需要 动脑 ， 容 易 吸 引 学 生 的 
注意 , 有 利于 培养 学 生 的 学 习 兴 趣 和 学 习 的 热 
情 . 下 面 介绍 解答 此 类 问题 的 几 种 比较 典型 的 
策略 . 

策略 一 . 利用 图 形 的 对 称 性 

1. 利用 图 形 的 轴 对 称 性 

例 1 (2003 年 泰州 市 中 考试 题 ) 为 了 美化 
环境 , 需 在 一 块 正方 形 空地 上 分 别 种 植 四 种 不 
同 的 花草 . 现 将 这 块 空地 按 下 列 要 求 分 成 四 块 : 
(了) 分割 后 的 整个 图 形 必须 是 轴 对 称 图 形 ; (2) 
四 块 图 形 的 形状 相同 ;(3) 四 块 图 形 的 面积 相 
等 . 请 你 按照 上 述 三 个 要 求 , 分 别 在 下 面 三 个 
正方 形 中 , 给 出 三 种 不 同 的 分 割 方法 (只 要 求 
正确 画图 , 不 写 画 法 ). 

分 析 : 正方 形 是 轴 对 称 图 形 , 它 有 四 条 对 称 
轴 , 因此 可 以 得 到 下 面 的 三 种 分 割 方法 . 如 图 
1、 图 2、 图 3. 






































图 1 图 2 图 3 
2. 利用 图 形 的 中 心 对 称 性 
例 2 如 图 4, 有 大 小 两 个 矩形 ， 作 一 直线 
将 整个 图 形 分 成 面积 相等 的 两 部 分 . 




















分 析 : 对 于 任何 一 种 中 心 对称 图 形 ， 过 对 
称 中 心 的 任何 直线 均 可 以 将 它 平 分 为 二 ， 显 
然 , 矩形 是 中 心 对 称 图 形 . 我 们 只 需 过 两 个 甜 
形 的 对 称 中 心 作 直线 /就 可 以 将 两 个 矩形 分 成 
面积 相等 的 两 部 分 (如 图 5). 











图 5 

事实 上 , 对 于 例 1, 如 果 我 们 同时 从 图 形 的 
轴 对 性 和 中 心 对 称 性 出 发 结合 起 来 考虑 , 可 以 
通过 下 面 的 步 又 得 到 无 数 种 作法 : 

(1) 先 利用 正方 形 的 轴 对 称 性 将 它 分 成 两 
个 小 矩形 (图 6); 

(2) 再 利用 垂 形 的 中 心 对称 性 , 任意 作 一 直 
线 将 它 平分 (图 7); 

(3) 再 作 (2) 中 的 直线 关于 正方 形 的 对 称 轴 
的 对 称 直线 (图 8). 
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图 6 图 7 图 8 

初中 阶段 所 学 到 的 几何 图 形 中 , 具有 对 称 
性 的 图 形 很 多 , 充分 利用 图 形 的 对 称 性 , 正 是 
解答 问题 的 有 力 工具 之 一 . 

策略 二 . 利用 面积 关系 

例 3 (2004 年 山东 烟台 市 中 考试 题 ) 如 图 
9, 现 有 两 个 边 长 比 为 1:2 的 正方 形 4BCD 与 
A'B'C'D'. 已 知 点 B、C、B'、C' 在 同一 直线 
上 ,日 点 C 与 B' 重 合 , 请 你 利用 这 两 个 正方 形 ， 
通过 截 制 .平移 .旋转 的 方法 , 拼 出 两 个 相似 比 




















-10 
为 1:3 的 三 角形 
A!’ D’ 
A_D 
BOC(B’) 0 
图 9 


分 析 : 由 于 是 等 积 变 形 , 因此 不 妨 设 小 正方 
形 的 边 长 为 1, 则 大 正方 形 的 边 长 为 2, 两 者 的 
面积 之 和 为 12 十 22 = 5, 而 所 要 分 割 成 的 两 个 
三 角形 相似 且 相 似 比 为 1:3， 根据 相似 二 角形 
的 性 质 , 则 小 三 角形 的 面积 为 3. 所 以 , 首先 可 
考虑 将 小 正方 形 平分 就 可 以 得 到 这 样 的 小 三 角 
形 , 如 此 就 可 以 得 到 方法 一 (如 图 10), 和 人 A4DBD 
和 和 AZEBC' 即 为 所 要 求 的 三 角形 . 

更 进一步 , 只 要 在 BC 边 上 任 取 一 点 了 P, 连 
接 AP、 DP, 再 将 A4BP 平 移 至 4iC'P' 处 (4 
与 41 重合 , B 与 C0' 重合, 尸 与 已 重合 ), 最 后 
延长 PD、P'4; 交 于 如 可 以 证 明 : 八 APD 与 
人 BPP’' 即 为 符合 条 件 的 三 角形 (如 图 11). 


























上 £ 
A py A /my Dr 
La Wa re l 
A DD < 141(4) 
区 Ly kh, P'(P) 
BOCO(B'’) CO’ BP C(B’) 0’(B) 
图 10 图 11 


从 面积 入 手 , 利用 图 形 分 割 中 面积 的 不 变 
性 , 结合 相似 三 角形 的 性 质 或 其 它 性 质 , 正 是 
解答 此 题 的 有 力 途 径 . 
策略 三 .利用 角 之 间 的 大 小 关系 
例 4 如 图 12, 有 两 个 直角 三 角形 人 4BC 
和 ADEF, LB > LE, LO = LF = 90°. 
A 


D 
CE | 
图 12 
请 在 每 个 三 角形 中 作 一 条 直线 , 将 每 个 三 


角形 分 成 两 个 小 三 角形 , 且 它 们 分 别 相 似 . 
分 析 : 由 于 两 个 相似 三 角形 必 有 两 个 角 对 
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应 相等 , 显然 , CC = LE 二 + 人 LD, 人 LFF= 人 A+ 
LB. 故 可 把 LC、 人 FH 分 别 分 成 对 应 的 小 角 ， 
作 ZBCM = LE, LEFN = LB (图 13). 
ABCMo AFEN, AACM wo AFDN. 


A D 
N 
M 
B CE F 
图 13 
A D 
了 
B CE 了 F 


图 14 

同样 , ZA 二 LB= LD+ 人 LE 一 > 人 LB- 
LE=LD-LA. 可 作 人 和 ABP = 人 LE, 人 LEDQ 
= LA( 图 14). 人 ABPw 人 人 DEQ, ACBP 
AFQD. 

总 之 ,图 形 分 割 问题 看 起 来 容易 , 做 起 来 
难 , 但 只 要 我 们 抓 住 问题 的 关键 , 善于 分 析 , 就 
能 找到 解 题 的 途径 和 方法 . 

以 下 介绍 几 题 可 供 练 习 人 参考 : 

练习 1 (2004 年 安徽 中 考试 题 ) 将 任意 一 
个 三 角形 分 割 成 一 个 矩形 . 

练习 2 (2004 年 泉州 市 中 考试 题 ) 现 有 一 
个 边 长 为 60 的 正方 形 ， 请 将 它 的 四 个 角 各 割 
去 一 个 矩形 , 其 余部 分 不 变 , 将 它 折 成 一 个 有 
盖 的 盒子 , 上 且 盒子 的 底面 积 为 800， 请 设计 一 
种 分 割 方法 , 并 求 盒 子 的 高 (图 略 ). 

练习 3 (2004 年 南通 市 中 考试 题 ) 如 图 15， 
菱形 公园 内 有 四 个 景点 , 请 你 用 两 种 不 同 的 方 
法 , 按 下 列 要 求 设计 成 四 部 分 : (1) 用 直线 分 
割 ; (2) 每 个 部 分 各 有 一 个 景点 ; (3) 各 部 分 的 
面积 相等 . 

















图 15 
练习 4 将 任意 一 个 四 边 形 分 割 成 一 个 三 
角形 . 
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指导 学 生 数 学 阅读 的 若干 方法 


200124 上 海 市 三 林 中 学 高 国平 


数学 阅读 是 指 在 数学 学 科 内 开展 阅读 的 学 
习 活 动 . 数学 阅读 教学 也 就 是 组 织 学 生 阅 读数 
学 课本 , 培养 学 生 阅 读 能 力 、 学 会 学 习 的 教学 . 

在 我 们 平时 的 数学 教学 中 , 比较 注重 数 式 
的 演算 步骤 、 解 题 的 方法 与 技巧 , 而 忽视 对 数 
学 阅读 的 指导 . 可 是 随 着 现代 科技 日 益 渗 透 到 
人 们 的 生活 , 社会 越 来 越 数 学 化 、 数 字 化 , 不 
具备 数学 阅读 能 力 是 不 行 的 . 近年 来 , 阅读 理 
解 题 成 了 考试 中 的 新 亮点 . 如 2001 年 上 海 高 
考 数学 试卷 21、22 题 , 2002 年 第 20 题 , 2004 年 
第 16 题 等 等 , 具有 很 强 的 选拔 功能 . 很 多 学 生 
对 此 类 题 感 到 困惑 , 难以 下 手 , 很 大 程度 上 是 
由 于 阅读 能 力 差 导致 的 . 新 的 《高 中 数学 课程 
标准 》 中 已 将 数学 阅读 设 定 为 专题 课 , 则 在 促 
进 学 生 阅 读 自学 , 帮助 学 生 形成 独立 思考 的 习 
惯 . 因此 数学 教学 必须 重视 数学 阅读 . 充分 利 
用 阅读 的 形式 , 培养 学 生 的 阅读 、 理 解 、 分 析 
能 力 . 

在 数学 阅读 教学 中 如 何 帮助 学 生 提 高 阅读 
能 力 和 理解 分 析 能 力 呢 ? 我 的 体会 是 : 

1. 教 师 与 学 生 应 重视 数学 阅读 , 认识 到 数 
学 阅读 的 价值 . 教师 在 阅读 教学 中 应 该 是 阅读 
学 习 的 促进 者 、 引 导 者 、 阅 读 课程 的 开发 者 ， 
这 样 就 使 教师 能 主动 地 将 数学 阅读 纳入 到 课 
堂 教学 环节 中 . 

2. 要 尽 可 能 给 学 生 提 供 数学 阅读 材料 和 阅 
读 时 间 , 让 学 生 慢 慢 养 成 数学 阅读 习惯 . 要 循 
序 渐进 , 使 学 生 在 数学 阅读 中 逐步 达到 愿 读 、 
会 读 、 乐 读 三 种 境界 . 

3. 在 阅读 前 教师 应 对 阅读 材料 中 的 重点 、 
难点 和 关键 要 害 问题 , 列 出 提纲 或 编制 思考 题 
引发 学 生 阅 读 兴 趣 . 带 着 一 定 的 问题 去 读 , 可 
以 使 学 生 从 机 械 阅 读 向 意义 阅读 转化 .“ 学 贵 














有 疑 , 小 疑 则 小 进 , 大 疑 则 大 进 , 疑 者 觉悟 之 机 
也 , 一 番 觉 悟 一 番 长 进 ". 在 学 生 阅 读 之 前 , 教 
师 如 果 适 当地 创设 一 些 难 度 适 当 的 问题 情境 ， 
则 可 以 诱发 和 保持 学 生 的 阅读 兴趣 . 

例如 诱导 公式 这 堂 课 , 这 一 节 内 容 要 求学 
生 掌 握 求 任意 角 的 三 角 函 数值 的 方法 , 目的 就 
是 怎样 把 任意 角 的 三 角 函 数值 转化 为 0" ~ 90” 
之 间 的 角 的 三 角 函 数值 , 然后 查 表 求 出 . 

阅读 提纲 : 

(1) 利用 哪个 公式 , 可 以 把 任意 角 转 化 为 
0° ~ 360° 间 的 角 ? 

(2) 利用 哪个 公式 , 可 以 把 90”~ 360° 间 
的 角 转 化 为 0" ~ 90° 间 的 角 ? 

(3) sin(180° + a) = — sina, cos(180° 十 
Qa) = 一 cosa, tan(180° 十 a) = tana 这 组 公 
式 的 推导 过 程 是 怎样 进行 的 ? 其 中 角 a 的 取 值 
范围 有 限制 吗 ? 

(教材 中 的 诱导 公式 (一 ) 和 (二 ) 有 何 应 
用 ? 

(5) 求 sin 930?、cos(5 十 77)、tan 1540° 的 





值 . 
按照 提纲 要 求 几 个 问题 解决 了 , 本 节 课 的 
基本 知识 也 就 掌握 了 . 

4. 由 于 数学 语言 的 高 度 抽 象 性 、 严 谨 性 、 
精确 性 , 尤其 是 符号 语言 和 图 式 语言 跟 自然 语 
言 差别 很 大 , 因此 数学 阅读 要 求 认真 细致 、 反 
复 推荐 、 勤 思 多 想 . 在 阅读 中 要 注意 内 部 言语 
的 转化 过 程 , 灵活 转化 阅读 内 容 , 如 把 一 个 抽 
象 的 内 容 转 化 为 具体 的 或 不 那么 抽象 的 内 容 ; 
把 用 符号 语言 或 图 式 语言 表述 的 关系 转化 为 
文字 的 语言 的 形式 , 及 把 文字 语言 表述 的 关系 
转化 为 符号 或 图 式 语 言 ; 用 自己 的 语言 来 理解 
定义 或 定理 等 .例如 2004 年 北京 高 考 数 学 19 
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利用 向 量 解决 点 到 平面 的 距离 问题 


200433 上 海 市 复 日 大 学 附属 中 学 杨 丽 婷 


[点 评 ] 

为 了 配合 上 海 市 第 二 期 课 改 , 要 求 参加 试 
点 学 校 复旦 附中 , 根据 高 三 数学 新 教材 (理科 ) 
内 容 ， 上 一 和 党 示范 课 , 以 展示 对 新 教材 的 理解 
和 安排 . 复旦 附中 高 三 数学 青年 教师 杨 丽 婷 老 








三 位 一 体 , 进一步 加 强 了 数 形 结合 和 化 归 思 想 ， 

深 得 听课 者 好 评 ， 为 此 , 特 推荐 发 表 以 绘 广大 

读者 .一 -上海 市 复旦 附中 特级 教师 曾 容 
[教学 过 程 


师 : 我 们 学 习 过 向 量 , 把 既 有 大 小 又 有 方 














师 就 新 教材 中 的 向 量 应 用 上 了 一 和 党 “利用 向 量 
解决 点 到 平面 的 距离 问题 ". 杨 老 师 与 学 生 共 
同 探讨 能 否 将 以 前 学 过 的 利用 向 量 求 点 到 直 
线 的 距离 方法 迁移 到 解决 点 到 平面 的 距离 问 
题 上 来 , 若 能 , 是 振 样 能 ”; 若 不 能 , 又 为 什么 ? 
怎样 才 “ 能 "? 以 启发 思维 温 故 知 新 , 并 从 数学 
思想 方法 上 点 明 向 量 之 所 以 能 成 为 广泛 应 用 的 
工具 , 是 由 于 图 形 、 向 量 和 坐标 运算 相 辅 相 承 


TT 


题 : 某 段 铁路 线 上 依次 有 A、B、C 三 妆 , AB = 
5km, BC = 3km, 在 列车 运行 时 刻 表 上 , 规定 
列车 8 时 整 从 A 站 正点 发 车 , 8 时 07 分 到 达 B 
站 并 停车 1 分 钟 . 8 时 12 分 到 达 C 站. 在 实际 
运行 时 , 假设 列车 从 4 站 正点 发 车 , 在 BB 站 停 
留 1 分钟, 并 在 行驶 时 以 同一 速度 vkmy/ 匀速 
行驶 , 列车 从 4 站 到 达 某 站 的 时 间 与 时 刻 表 上 
相应 时 间 之 差 的 绝对 值 称 为 列车 在 该 站 的 运 
行 误差 . (1) 分 别 写 出 列车 在 B.C 两 站 的 运行 
误差 ; (2) 独 要 求 列 车 在 B、C 两 站 的 运行 误差 
之 和 不 超过 2 分 钟 , 求 " 的 取 值 范围 . 

这 里 考核 要 求 就 是 通过 阅读 , 把 文字 语言 
与 符号 语言 互相 转 释 : (如 表 一 ). 

根据 阅读 材料 的 信息 进行 语言 转化 , 这 是 
阅读 理解 的 关键 , 也 是 解 题 的 关键 . 

5. 阅 读 过程 中 动手 与 动脑 结合 , 一 边 看 材 
料 , 一 边 动手 演算 , 要 边 看 材料 , 边 对 输入 大 脑 
中 的 阅读 文字 、 信 息 进行 识别 加 工 , 对 材料 进 
行 抽象 、 概 括 、 分析、 综合、 归纳 、 猜 测 , 从 而 








向 的 量 称 为 向 量 , 向 量 本 身 就 是 一 个 几何 概念 ; 
我 们 也 学 习 过 复数 , 知道 复数 可 以 用 向 量 表示 ， 
并 且 能 够 进行 运算 . 由 于 复数 与 向 量 的 密切 联 
系 , 也 促进 了 向 量 的 代数 化 和 坐标 化 ; 我 们 还 
学 习 过 解析 几何 , 知道 解析 几何 就 是 坐标 几何 ， 
即 建立 坐标 系 , 使 得 点 具有 坐标 , 利用 坐标 的 
代数 性 质 , 去 研究 图 形 的 几何 性 质 ; 解析 几何 
开创 了 代数 方法 研究 几何 问题 的 新 纪元 , 也 使 


和 IOAN 


符号 语言 


8 时 从 有 站 发 车 ,| ，_7 (入 钟 )、 | 时 刻 表 上 到 已 
8 时 07 分 到 B 站 . | 1 站 相应 时 间 . 


速度 v km/h， 人 分钟) a 


三 一 
300 
AB = 5km. 六 
480 两 
了 2= 一 十 1 (分 | 4 站 到 C 〇 站 实 
钟 ). 了 际 时 间 . 


速度 v km/h， 
AC = 8 km, 
B 停 1 分 钟 . 
和 到 BB 的 时 间 与 
时 刻 表 时 间 之 关 
的 绝对 值 . 人 
A 到 C 的 时 间 与 
时 刻 表 时 间 之 差 
的 绝对 值 . 
两 站 运行 误差 之 | | 全 一 二 | 十 
和 不 超过 2 分 钟 . | |72 一 t2| < 2. 
将 新 知识 纳入 到 自己 已 有 的 认 知 结构 中 . 
6. 阅读 后 应 及 时 交流 、 小 结 . 阅读 完 一 章 
节 后 , 教师 与 学 生 , 学 生 与 学 生 进 行 多 向 交 
流 , 对 所 学 的 知识 进行 归纳 小 结 , 要 理 清 脉 络 ， 
芯 通 思维 ,消除 障碍 , 与 所 学 过 的 内 容 进行 比 
较 , 形成 正确 概念 . 


| 瑟 一 刀 |. 








| 字 一 妇 |. 
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得 数 形 进一步 结合 . 的 确 , 数 形 结合 使 得 向 量 

nn 而 向 量 的 坐标 表示 也 使 得 数 
形 结合 更 为 密切 (以 上 过 程 简 要 说 明了 为 什么 
可 以 利用 向 量 解 决 几何 问题 以 及 如 何 解 决 ). 

例如 , 学 习 解 析 几 何 时 , 我 们 在 已 知 点 的 坐 
标 和 直线 方程 的 情况 下 , 借助 向 量 这 一 工具 , 利 
用 向 量 的 坐标 表示 , 而 得 到 了 点 到 直线 的 距离 
公式 (大 家 可 以 回顾 一 下 我 们 当初 是 如 何 得 到 
公式 的 ). 

而 如 今 , 我 们 研究 点 到 平面 的 距离 问题 可 
不 可 以 同样 利用 向 量 , 用 先前 研究 点 到 直线 的 
距离 同样 的 方法 而 得 到 点 到 平面 的 距离 呢 ? 

生 : 答案 是 否定 的 , 因为 我 们 之 所 以 可 以 
利用 向 量 解 决 点 到 直线 的 距离 问题 , 关键 在 于 
已 知 条 件 一 点 的 坐标 和 直线 的 方程 , 倘若 我 
们 可 以 用 同样 的 方法 解决 点 到 平面 的 距离 , 则 
已 知 必须 是 一 样 的 , 即 已 知 点 的 坐标 和 平面 的 
方程 , 建立 坐标 系 可 以 得 到 点 的 坐标 , 但 是 平 
面 的 方程 却 不 得 而 知 , 所 以 我 们 不 可 以 依 葫芦 
画 驹 , 用 先前 解决 点 到 直线 距离 的 方法 来 解决 
点 到 平面 的 距离 . 

师 : 怎么 办 呢 ? 用 什么 样 的 方法 来 解决 点 
到 平面 的 距离 呢 ? 

首先 我 们 想 想 看 , 在 点 到 直线 的 距离 问题 
中 , 直线 方程 的 作用 是 什么 ? 

生 : 是 用 来 确定 直线 的 位 置 . 

师 : 对 ! 而 直线 的 位 置 一 定 要 通过 直线 方程 
来 确定 吗 ? 

生 : 不 是 ! 还 可 以 通过 直线 上 的 一 点 和 直 
线 方向 来 确定 直线 的 位 置 . 

师 : 已 知 直线 的 法 向 量 元 = (a,b) 和 直线 
上 某 一 定点 M(z1,y1), 直线 外 一 点 4(zo,yo)， 
求 点 4 到 该 直线 的 距离 dq. 如 何 求 呢 ? 

生 : 如 图 1, 连接 AM, 设 MAB = 0,d= 
14B| = |AM|cos 0, |AM| 已 知 , 现在 只 要 用 已 








Ei 
知 条 件 表示 出 cos 0, 即 cos 0 = ,所 
| I 太 | 


Es 
以 d= [Ani | eos0 = | 
[| 
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图 1 
师 : 而 事实 上 利用 向 量 数量 积 的 几何 意义 
:nN 
|AM|cos0 = | i 直接 就 可 以 得 出 该 


公式 , 再 利用 向 量 的 坐标 表示 就 可 以 得 出 点 到 
直线 的 距离 公式 . 

师 : 回 到 我 们 要 解决 的 问题 上 来 , 刚才 因 
为 不 知道 平面 的 方程 使 得 点 到 平面 的 距离 没 
法 解决 . 而 如 今 , 我 们 想 想 看 , 平面 方程 的 作用 
是 什么 ? 

生 : 确定 平面 的 位 置 . 

师 : 对 ! 确定 平面 的 位 置 也 不 一 定 需要 知 
道 平 面 的 方程 ! 可 以 通过 确定 平面 上 一 定点 
和 平面 的 方向 来 确定 平面 的 位 置 ， 即 已 知 平 
面 的 法 向 量 元 = (o 沪 c)， 平面 上 某 一 定点 
M(xz1,yi1, 1) 和 平面 外 一 点 4(zo,yo,zo) (如 
图 2), 求 点 4 到 该 平面 的 距离 d. 如 何 求 呢 ? 

生 : ns 也 可 以 得 














4(zo,yo,z0) 
0 一 
ve 人 
图 2 


例 1 正方 体 4BCD 一 Al1B1C1D1 的 楼 长 
为 2, BB、F、G 分 别 是 CC1、D1A1、AB 的 中 
点 , 求 点 4 到 平面 BFG 的 距离 . 


解 : 如 图 3， 建 立 空 间 直 和 角 坐 标 系 ， 得 
E(0,2,1)、 F(1,0,2)、G(2,1,0)、A(2,0,0), 
EF = (1,—2,1), EG = (2,—1,-—1). 
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图 3 


设 NR = (x,y,2), 则 
东 二 2 十 关 三 山 
a 

所 以 we Ge 

a 


>7X=Y=2, 





4 一- 

师 : 通过 该 例题 我 人 体会 到 

Q@ 利用 这 一 公式 再 依靠 向 量 的 坐标 运算 
可 以 方便 地 算出 点 到 平面 的 距离 , 而 且 通 过 例 
题 讲解 可 体会 到 “图 形 、 向 量 、 坐 标 运算 三 位 
一 体 ”. 

@ 这 一 公式 不 仅 解决 了 点 到 直线 的 距离 、 
点 到 平面 的 距离 , 还 可 以 解决 直线 与 平面 的 距 
离 问 题 (直线 与 平面 平行 ) 和 平面 与 平面 距离 的 
问题 (平面 与 平面 平行 ), 体现 了 数学 的 “化 归 思 
想 ”. 

所 以 应 该 将 这 个 结果 和 推导 过 程 合 理 地 应 
用 在 解 题 中 . 

例 2 在 长 方 体 4BCD - A1B1C1D1 中 ， 
BBi1 = 2, AB = 1, AD = 3, P、Q@ 分 别 为 
BC、CD 的 中 点 . 

(1) 求 BD 到 平面 C1PQ 的 距离 ; 

(2) MM、 入 分 别 为 41B1、A1D1 的 中 点 , 求 
平面 C1PQ 和 平面 AMNN 间 的 距离 . 

解 : 建立 空间 直角 坐标 系 如 图 4 所 示 . 

(DW)P (0.3.0). Q > 

Ci(0,0 2、 有 0). I D(1,0 p 


er Nn 一 2); 则 
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4 
二 =Z 


所 以 元 = . 3) 而 BD= (1, 一 3,0)， 


B 刀 .到 = 0, 所 以 直线 BD 与 平面 PC18 平 
行 ， BP = (0,.-3,0), 一 -一 一 





(2 ) 间 样 可 以 利用 两 个 平面 的 法 向 量 平生 
来 证 明 两 个 平面 平行 . 4(1,3,0)、 C1(0,0,2)， 
4C1 = (—1,—3,2), 7 = (1 


例 3 已 知 、 卫 分 别 是 正方 体 4BCD 一 
41B1CDI 棱 BC、DDi 的 中 点 , 若 正方 体 的 
棱 长 为 1, 求 四 面体 4 一 Bi1EF 的 体积 . 





图 5 


E 间 直角 坐标 系 如 图 5 所 示 , 得 
(下 转 第 3-44 页 ) 


解 : 建立 空 
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关于 二 元 函数 条 件 极 值 问 题 的 教学 实录 


201101 上 海 市 七 宝 中 学 申 志 苏 





在 高 三 复习 ' 求 函数 最 值 的 常用 方法 "这 一 
知识 点 时 , 我 精 选 例题 , 通过 一 题 多 解 , 收 到 了 
良好 的 教学 效果 . 

1. 教学 目标 

知识 目标 : 掌握 求 函 数 最 值 的 一 些 和 常用 方 
法 . 

能 力 目标 : 通过 一 题 多 解 , 培养 学 生 的 发 散 
思维 和 归纳 能 力 以 及 加 深 对 数 形 结合 思想 、 转 
化 换 元 思想 等 的 理解 与 运用 . 

素质 目标 : 通过 一 题 多 解 , 尤其 是 各 类 知识 
点 的 综合 运用 , 渗透 事物 之 间 是 相互 联系 的 , 事 
物 的 不 同方 面 在 一 定 条 件 下 是 可 以 相互 转化 等 
辩证 唯物 主义 观点 . 

教学 重点 : 掌握 求 函 数 最 值 的 常用 方法 . 

教学 难点 : 各 种 方法 的 合理 选择 , 学 生 解 题 
中 含混 的 概念 和 错误 的 纠正 , 数学 思想 的 渗透 . 

2. 教学 过 程 

2.1 给 出 例题 , 探求 一 题 多 解 

例题 已 知 z 十 2y = 2(z 之 0,y 之 0), 求 
22 十 多 的 最 值 . 

T: 思考 : 想 出 尽 可 能 多 的 解法 来 求解 . 

Si1: (解法 一 :以 z 一 2 一 2 代入 z2 十 态 ， 
得 (2 一 2y)? 十 妨 = 5% 一 8y 十 4 配方 得 


4\* 4 


小 什 为 ,没有 最 大 什 

T: 非常 好 , 将 已 知 条 件 代入 消 元 , 然后 利 
用 二 次 函数 配方 法 求 最 值 , 这 是 解决 二 元 函数 
最 值 问题 的 常用 方法 . 他 的 解法 有 不 妥 的 地 方 
吗 ?7 

S2: 我 认为 他 做 得 不 对 . 由 7x = 2 一 2y 有 是 
Zz 之 0, 知 0 <y<1, 所 以 当 y = 0 时 , z2 十 多 
的 最 大 值 为 4 当 y = 5 时, 2? + 妨 的 最 小 值 





4 

为 Ea 

T:; 很 好 , 第 一 位 同学 只 看 到 题 中 条 件 y 之 
0, 而 第 二 位 同学 能 挖掘 出 题 中 的 隐 含 条 件 z = 
2 一 2y > 0, 解 题 中 我 们 要 善于 挖掘 隐 含 条 件 . 

S53 (解法 二 ): 老师 , 我 是 用 基本 不 等 式 来 
求解 的 . 由 2 = Z 十 2y > 2V27Vy 知 ZW < 
所 以 x 十 六 之 27y 之 1. 

Sa: (马上 回答 ) 老 师 , 他 的 答案 不 对 . 

T: 为 什么 会 不 对 呢 ? 

Ss: 由 zy < 3 不 能 推出 2zy > 1 应 该 是 
2xy < 1, 不 等 式 方向 反 了 . 

T: 很 好 , 还 有 其 他 错误 吗 ? 

Se: 用 了 两 次 基本 不 等 式 , 但 等 号 不 能 同 
时 成 立 . Z 十 2y > 2V2zy 当 日 仅 当 x = 2y = 
1, 即 x = 1, y = 3 时 , 等 号 成 立 . 人 十 信之 


24y 当 且 仅 当 2 一 水 即 了 一 3 = 时 ,等 号 
成 立 

T: 不 错 利用 基本 不 等 式 求 最 值 , 一 定 要 
小 心 . 必须 满足 三 个 条 件 , 大 家 知道 吗 ? 

S7: 各 项 为 正 数 , 不 等 式 等 号 须 成 立 

Ss: 还 有 , 求 和 的 最 小 值 , 积 须 为 定 值 ; 求 
积 的 最 大 值 , 和 须 为 定 什 

T: 非常 好 , 还 有 其 他 解法 吗 ? 

So (解法 三 ): ? 十 妨 可 写成 

(Ve -0 + 0 

表示 点 (z, 切 到 原点 的 距离 的 平方 所 求 问题 
转化 为 线段 + 二 2y = 2(z、y > 0) 上 的 点 到 原 
点 的 距离 的 平方 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 最 小 什 即 


为 原点 到 线段 z+ 2y = 2(z > 0 > 0) 的 距 
二 4 
离 的 平 轧 中 = (+ 二 ) =， 最 大 信 为 


原点 到 点 (2,0) 的 距离 的 平方 = 和 4. 
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T: 非常 好 , 由 22 十 内 可 写成 
(0 +0) ， 
联想 到 两 点 距离 公式 , 从 而 利用 数 形 结合 思想 
解 题 , 简单 又 直观 . 现在 我 通过 电脑 给 大 家 演 
示 一 遍 (课件 展示 原点 与 线段 上 的 距离 的 变化 
过 程 ). 那么 , 从 z2 + 好 还 可 联想 到 什么 呢 ? 

Sio (解法 四 ): 我 想到 了 圆 的 标准 方程 . 设 
2 十 只 = 天 (不 妨 设 尺 > 0), 几何 意义 表示 
以 原点 为 圆心 , 及 为 半径 的 动 圆 , 所 求 的 问题 转 
化 为 动 圆 与 线段 相交 时 的 动 圆 的 半径 的 最 值 . 
当 动 圆 与 线段 外 切 时 , 半径 最 小 , 当 动 圆 与 线 
段 相 交 于 点 (2,0) 时 , 半径 最 大 . 

T: ( 考 起 大 拇指 ) 真 棱 ! 我 们 借助 电脑 来 演 
示 一 遍 (课件 展示 动 圆 与 线段 相交 时 半径 逐渐 
增 大 这 一 变化 过 程 , 边 演示 , 边 讲解 ). 

T: 利用 数 形 结合 求 最 值 ， 既 直观 又 形象 ， 
学 习 中 , 要 善于 由 形 到 数 , 由 数 到 形 , 数 形 渗透 ， 
双向 联想 . 数 形 结合 不 仅 是 一 种 重要 的 解 题 方 
法 , 也 是 一 种 重要 的 思维 方式 . 

Sil (解法 五 ): (跃跃欲试 ) 老师 ， 我 还 有 一 
种 解法 (上台 投影 演示 ). x 十 2y = 2, 即 十 
a y = sin20, 即 z = 
2cos20,y = sin20. 由 过 >0,y > 0, 所 以 令 
0 <E 1o, 了 | 代入 z2 十 2 = 4cos40 十 sin40 一 

2 
4(1— sin2* 0)?+sin40=5 (sn 0 一 5 2 
由 9 € |0, 了 |, 知 sin?9 < [0, 了 ], 从 而 求 得 最 
值 . 


T: 很 好 ， 你 是 怎样 想到 这 种 方法 的 呢 ? 

S12: 我 由 二 5 十 y 二 1 联想 到 cos?20 十 sin?0 
二 1, 所 以 想到 了 对 已 知 式 子 作 三 角 换 元 . 

工 : 很 棒 , 学 数学 贵 在 善于 联想 , 善于 类 比 . 
那么 , 还 可 作 其 他 的 三 角 换 元 吗 ? 

S13 (解法 六 ): 令 Z + = R? (不妨 设 
R > 0)， 则 全 二 -万 = 1， 作 三 角 换 元 : 令 
z = Rcos0, y = Rsing (上 台 投影 演示 ) 
.“. Recos0++ 2Rsing = 2, 

“. V5Rsin(0 + $) = 2, 
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(x cos 9 = 2 sing i 允 ) 
ER sin(0+0) = 又 一 1<sin(0+9) < 


i i < 1, 从 而 求 出 R 的 范围 

T: 大 家 有 不 同意 见 吗 ? 

S14: 我 认为 sin(9 十 9) 不 在 区 间 [ 一 1, 1 内 ， 
由 RR> 0 及 xz = Rceos0 > 0,vY= Rsin0 > 
0, 可 知 cos0 > 0, sin0 之 0， 所 以 可 令 9 € 

1 
[0, | ,从 而 sin(0+) e 吉川 即 
六 < -<1 知 5< FE <4 

T: 非常 好 ， 这 位 同学 的 回答 尔 补 了 上 一 

位 同学 的 不 足 ， 从 这 里 可 看 出 利用 三 角 换 元 


时 , 要 注意 一 (停顿 片刻 ). 
S15: 根据 已 知 条 件 对 角 的 取 值 范围 作出 
限定 . 


T: 很 好 . 这 两 位 同学 都 是 利用 三 角 换 元 
来 求 最 值 . 第 一 位 同学 对 已 知 条 件 进行 三 角 换 
元 , 第 二 位 同学 是 对 所 求 式 子 进行 三 角 换 元 , 收 
到 了 异曲同工 的 效果 . 是 否 还 有 其 他 的 代 换 法 
呢 ?( 此 时 学 生 陷 入 深思 中 , 教师 及 时 点 拨 , x 十 
2y==2, 那么 x 与 2y 的 平均 值 为 1, 可 作 一 ) 

Si6 (解法 七 ): 均值 代 换 . 设 z = 1 > 
0, 2y =1—t>0,.. —1<t<1,.. 22+ 


2 
一 3 上 
2 一 (1 2 -一 一 一 一 二 /2 一 一 一 
y (+tp+( 汪 ) eg 


CA 


了 (t+ 二 】 +， 从 而 求解 

T: 好 , 利用 均值 代 换 求 最 值 , 要 注意 什么 ? 

S17: 由 已 知 条 件 确定 参数 t 的 范围 . 

(总 结 : 代 换 法 有 三 角 换 元 、 代 数 换 元 、 均 
值 代 换 , 都 体现 了 转化 换 元 的 数学 思想 .) 

T: 在 求 最 值 的 常用 方法 中 , 我 们 尝试 了 配 
方法 、 数 形 结合 法 、 基 本 不 等 式 法 、 换 元 法 来 
解 此 题 , 还 有 什么 方法 可 试 一 试 ? 

Sis: 判别 式 法 . 

T: 好 , 我 们 试 试 . 

(学 生 独 立 思考 , 互相 讨论 , 教师 适当 介入 
给 予 提示 指导 .) 


3N\“ 
一 [t+ 十 一 
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Si9 (解法 八 ) (上 台 投 影 演 示 ) 设 s = z 

Ds 
12. “ty = 2+ ( 3) a 


T+ 即 J22 一 z+1-s=0， 利用 判 
别 式 > 0, 可 求 得 s 的 最 值 . 
T: 判别 式 > 0 只 能 说 明 方程 在 什么 范围 
内 有 解 ? 
Sz0: 实数 范围 内 . 
T: 但 由 y = 一 
怎么 办 ? 
5: 利用 二 次 函数 根 的 分 布 来 解 , 问题 转 
化 为 了 一 XT 十 1 一 s 二 0 在 x € [0,2]| 上 有 
解 令 J(z) = 了 22 一 并 二 1- s 即 函 数 f(z) 
在 Ze [0,2] 内 与 + 轴 有 交点 . 
分 类 讨论 :第 一 种 情况 : 有 一 个 交点 ， 即 
f(0)f(2) < 0, 解 得 1 < s < 和 4 
第 二 种 情况 :有 两 个 交点 (包括 两 个 交点 重 
合计 二 4x7X(l=D20, 
f(0) > 0， 
f(2) > 0， 
对 称 轴 € [0, ?]， 
解 得 5 <s<4, 即 5 < z+ <4. 
T: 很 好 ! 判别 式 法 只 能 判定 方程 在 及 内 
有 无 实数 解 , 而 不 能 判定 在 及 的 某 一 个 特定 的 
区 间 (真子 集 ) 内 有 无 实数 解 , 因此 第 一 位 同学 








之 0 知 0 < x < 2, 该 


合 ) 


) 


TT rr rr rr rr 


(上 接 第 3-36 页) 

因为 抽象 函数 的 解析 式 没有 明确 给 出 , 而 
满足 条 件 的 函数 可 能 不 止 一 个 , 所 以 要 一 一 列 
出 往往 是 不 现实 的 , 因此 在 选择 题 中 将 选择 支 
一 一 代入 检验 是 非常 有 效 的 办 法 . 

例 8 (2004 年 高 考 浙江 卷 第 12 题 ) 若 f(x) 
和 9(z) 都 是 定义 在 实数 及 上 的 函数 ， 且 方程 
2 一 /oz)] = 0 有 实数 解 , 则 g[f (zx)] 不 可 能 
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仅 考虑 判别 式 之 0, 只 能 说 明 此 方程 在 R 内 有 
解 , 并 不 能 保证 其 解 必 在 [0,2]| 内 , 还 须 利 用 函 
数 与 方程 思想 解决 问题 . 

2.2 师 生 回顾 , 反思 、 总 结 

T: 同一 道 题 , 从 不 同 的 角度 去 分 析 , 得 到 
不 同 的 解 题 方法 . 我 们 一 起 小 结 本 课 的 内 容 . 

S22: (1) 求 函数 最 值 的 一 些 常用 方法 :二 次 
函数 配方 法 、 换 元 法 (三 角 换 元 、 代 数 换 元 、 均 
值 换 元 )、 构 造 法 ( 数 形 结合 )、 判 别 式 法 等 . 

(2) 求 函数 最 值 中 渗透 的 数学 思想 : 函数 与 
方程 思想 、 换 元 与 转化 思想 、 数 形 结合 思想 、 
运动 变化 思想 、 分 类 讨论 思想 . 

T: 从 一 道 简单 的 求 值 问 题 , 我 们 得 到 这 么 
多 解法 , 它们 之 间 的 各 种 联系 表明 事物 是 可 以 
相互 转化 的 , 真是 “ 横 看 成 岭 侧 成 峰 , 远近 高 低 
各 不 同 ”. 

2.3 布置 作业 ( 略 ) 

3. 教学 设计 说 明 

在 高 一 .高 二 时 , 我 们 陆续 学 习 了 求 函 数 
最 值 的 一 些 常用 方法 , 但 由 于 学 习 间 隔 时 间 较 
长 , 所 以 学 到 的 常用 方法 只 是 零碎 的 、 分 散 的 
和 不 系统 的 , 每 接触 到 一 种 方法 只 会 就 事 论 事 
地 运用 这 一 种 方法 来 解 题 . 到 了 高 三 , 有 必要 
做 好 知识 归 类 梳理 工作 以 及 知识 链 的 串 接 , 这 
堂 课 通 过 一 题 多 解 , 自然 地 将 数学 各 章节 、 各 
学 科 的 相关 知识 , 数学 思想 方法 聚集 起 来 , 构 
成 各 部 分 知识 方法 纵横 交叉 、 前 后 沟通 的 网 络 
状态 , 无 形 中 密切 了 各 学 科 知 识 的 联系 . 





mrOrwOrwOrOrOrOrrOrOrOrOrrrrrOrO rr rr 








(Da2-i (Det 

分 析 : 方程 z 一 flg(z)] = 0 有 实数 解 
“一 98) 有 实数 解 志 yu = gLj(o] 有 实 
z= f(u 


数 解 , 即 g[](z)] = Zz 有 实数 解 . 至 此 , 将 选择 
支 代入 验证 , 即 可 知 马 是 不 可 能 的 , 故 选 (B). 
以 上 为 了 说 明 方 便 而 分 成 六 种 策略 , 但 在 
具体 解 题 中 有 时 需要 同时 运用 几 种 不 同 的 策 
上 略 , 如 例 7 的 证 明 中 同时 运用 了 赋值 法 . 因此 ， 
在 运用 这 些 策略 时 要 做 到 密切 配合 , 相得益彰 . 
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数学 归纳 法 , 其 理解 上 的 难点 , 往往 在 于 
第 二 步 的 传递 性 (或 递 推 性 ), 因为 对 传递 性 理 
解 不 到 位 , 对 传递 性 逻辑 必要 性 认识 不 够 , 学 
生 极 易 对 数学 归纳 法 的 科学 性 产生 怀疑 . 笔者 
认为 , 要 进行 好 数学 归纳 法 的 教学 , 就 应 该 十 
分 重视 传递 性 的 突破 . 在 教学 中 , 可 以 从 以 下 
四 个 方面 具体 展开 讨论 . 

一 、 假 命题 可 以 具有 传递 性 

下 面 一 些 命题 (n < N+), 都 具有 传递 性 . 
(但 它们 都 是 假 命 题 ). 


(1)2 二 4 十 6 十 :… 十 27 王 72 十 风 十 五 (人工 
为 固定 的 非 零 实数 值 ). 

(2)1 二 2 二 2 二 +… 二 +271==27 一 L(L 
为 固定 的 非 零 实数 值 ). 


(3)2”> 风 十 二 (全 为 固定 的 实数 值 , 且 世 > 
1). 

(1 十 二 2 ee <-+L( 
为 国定 的 实数 值 且 L<1). 

(5)1:2 十 2:3 十 3.:4 十 … 十 n(n 二 +1)= 
n(n + 1)(n + 9 十 二 (为 固定 的 非 零 实数 
值 ). 

(6) 一 1 十 3 一 5 十 … 十 (一 1)”(2n 一 1) 三 
GS 了 十 上 ( 工 为 固定 的 非 零 实数 值 ). 

二 、 不 具有 传递 性 的 命题 确实 是 存在 的 

下 面 6 个 命题 (ns N+) 都 不 具有 传递 性 . 
(因为 当 我 们 假设 n = 有 时 等 式 成 立 , 却 一 定 能 
推出 n= 十 1 时 等 式 不 成 立 ). 
(1)2 二 4 二 6 十 … 十 2n= 二 m2 十 1. 

1 
2)1 十 2 十 3 十 … 和 = 二 
Ws 二 221 二 27 一 
自卫 十 32 十 .十 (2 一 1 =73. 
5)13 十 23 十 .…: 十 m3 一 74. 


Sy 4 十 2.7 十 … 十 m(3mn 十 1) = 4n3. 
、 真 命题 也 可 能 不 具有 传递 性 或 证 不 出 
传递 性 
关于 数学 归纳 法 的 传递 性 , 我 们 要 在 澄清 
一 个 问题 的 基础 上 统一 一 种 认识 . 
若 1 十 1 = 2, 则 地 球 是 运动 的 . 
按照 逻辑 学 知识 , 这 个 命题 是 真 的 ! ( 因 
为 1 十 1 二 2” 和 “地 球 是 运动 的 ”都 是 正确 的 )， 
但 是 , 在 数学 归纳 法 中 ，“ 假 设 n = 时 命题 
P(n) 正 确 二 > n 二 上 十 1 时 命题 P(n) 正 确 " 中 
应 该 排除 这 种 理解 ， 即 数学 归纳 法 的 传递 性 ， 
在 由 “mn 二 时 命题 P(n) 正确 ”一 > “n 二 十 
1 时 命题 0 正确 "时 并 不 考虑 “mm 二 和 nn = 
及 十 1 时 命题 P(n) 是 否 真 正成 立 (而 前 面 对 “ 若 
1 二 1= 2， Re 是 由 “十 
1 二 2” 的 真正 成 立 和 ee 
推断 出 来 的 ); 0 二 时 命题 P(n) 正 
确 , 则 n 二 十 1 时 命题 P(n) 正 胡 0 
题 , 也 不 一 定 能 说 命 - ) 上 其 有 传递 性 ， ( 数 
学 归纳 法 中 证 明 命 De 并 不 仅仅 是 证 
明 “ 阁 n = 上 时 命题 P(n) 正 确 , 则 n = 上 十 1 时 
命题 P(n) 正 D i 这 就 像 在 “第 k 块 
和 第 大 十 1 块 骨 牌 确 已 倒 下 了 ”的 情况 下 , 虽然 
可 以 认为 “大 第 k 块 骨牌 倒 下 了 , 则 第 上 十 1 块 
骨牌 倒 下 了 ”是 真 命题 , 但 也 不 能 说 第 k 块 骨牌 
和 第 十 1 骨牌 之 间 具 有 传递 性 , 而 传递 性 的 
实质 应 该 是 “由 nn 二 时 命题 成 立 ” 的 假设 经 过 
一 定 的 变形 过 程 推导 出 “nm = 天 十 工时 命题 成 
大。 
在 以 上 关于 传递 性 的 理解 下 , 自然 就 出 现 
了 这 样 的 情况 , 即 一 些 真 命题 也 可 能 不 具有 传 
过 性 或 证 不 出 传递 性 . 


如 本 十 矶 十 … 十 现 <1mEsN+) 
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注重 师 生 课堂 交流 
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在 一 节 数 学 复习 课 中 , 教师 要 求学 生 做 一 
道 练习 是 
若 实数 wb 满足 条 件 二 十 工 一 一, 求 





pb 0 
7 5 3 的 值 . 

一 名 学 生 板书 解 题 过 程 如 下 : 

Ma ed 机 

Be oD ob 


“bla+Db) +a(a+b) = ab, 
ab 十 刀 十 o2 十 ob 一 ab， 
a? + b= —ab, 


的 


入 间 同学 基本 上 部 是 这 个 答案 教师 也 认 
为 是 对 的 , 在 黑板 上 画 了 一 个 对 号 通过 . 这 时 ， 
有 个 同学 举 手 提出 问题 : o 十 三 = 一 0 与 已 
知 条 件 矛 盾 ! 面 对 学 生 的 质疑 , 教师 也 意识 到 
在 备课 中 , 自己 忽略 了 习题 条 件 本 身 可 能 存在 





POOLrwOrOrOrOrrOrOrrOrOrrrr rr rr rr rr 


1 1 1 
= 

Ue | 
S22 a 
1 一 和 

a 2 
2 
ee 
了 十 区 十 + 丙 <lEsN+) 是 成 


0 假设 n= eT 
即 了 5 全 + 十 款 <1. 
但 无 法 出 此 推出 二 十 1 时 不 等 式 成 立 . 
这 就 说 明 , 原 不 等 式 证 不 出 传递 性 (或 者 根 
本 就 不 具有 传递 性 ). 
四 、 数 学 归纳 法 中 关于 传递 性 的 推导 既 强 


的 问题 , 思维 过 程 出 现 了 漏洞 ,这 个 漏洞 又 在 
学 生 面前 暴露 出 来 了 . 教师 首先 表扬 了 这 位 学 
生 ， 并 前 该 同学 说 说 理由 ， 这 位 学 生 板书 如 下 : 


ee Oh 二 
由 二 十 了 人 ,得 a 十 b ab, 即 
(a+b)? = ab, 
i 1 
a b a+t+b’ 


.“. ab #0,a+b 0, 

“. (a+b)*=ab>0. 

a2+b?>0, 

这 与 o2 十 刀 = -ab < 0 矛盾 . 

此 时 , 同学 们 懂 然 大 悟 , 课堂 气氛 顿时 活 
跃 起 来 . 教师 因势利导 , 继续 引导 学 生 从 多 角 
度 说 明 矛 盾 存在 . 通过 分 组 讨论 , 同学 们 又 得 
到 如 下 三 种 方法 : 


1 
方法 革 由 地 十 也 a 得 ao2 十 ab 十 
b>? = 0, 
b 3,2 


TT 


调 “ 过 程 性 "又 强调 “归纳 假设 ”的 “必用 性 ” 

在 由 和 n = 有 时 命题 P(n) 正确 "得 出 人 n = 
十 1 时 命题 P(n) 正确 "的 时 候 必须 要 有 一 个 地 
匈 推导 过 程 , 而 且 “n = 时 命题 P(n) 正确" 的 
归纳 假设 “必须 要 用 到 ”( 例 子 略 ). 

围绕 以 上 四 个 方面 所 进行 的 教学 , 实际 上 
就 是 把 “传递 性 "从 数学 归纳 法 中 旨 离 出 来 后 音 
独 加 以 考察 的 做 法 . 这样 从 反面 、 侧 面 用 实例 
来 考察 传递 性 , 有 利于 学 生 认识 的 深化 , 有 利 

于 学 生 头脑 中 关于 “传递 性 "的 意义 建构 . 特别 
是 关于 “传递 性 否定 "的 实例 讨论 , 十 分 有 利于 
学 生 关于 “传递 性 "本 质 的 理解 . 通过 这 几 种 做 
法 , 在 较 好 地 突破 了 传递 性 这 个 难点 的 基础 上 ， 
可 以 大 大 促进 数学 归纳 法 的 教学 
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人 
b=0. 


二 0 
| ， 与 已 知 条 件 于 盾 . 


1 1 1 
了 2， 一 一 一 
方法 册 、 直 二 本 


得 o2 十 ab 十 = 二 0. (1) 
把 (1) 式 看 作 关 于 a 的 一 元 二 次 方程 ， 由 
人 和 人 =-40 = 
实数 根 . 与 a、 是 实数 不 盾 - 
Ny _ ey 4 日 -2 
方法 3: 由 二 十 了 人 十 ab 十 
总 去 疝 





令 y = 02 十 0 十 所. (2) 
把 (2) 式 看 作 自 变量 为 a 的 二 次 函数 ,由 
人 = 如 一 4b2 = 一 30? < 0 可 知 二 次 函数 (2) 的 


图 象 开口 向 上 , 上 且 与 z 轴 没有 交点 . 

“Y=a?+ab+b>0. 

这 与 十 ab 十 中 = 二 0 矛盾 . 

综 上 所 述 | 已 知 条 件 “ 才 实数 a、 
满足 条 件 一 十 一 5 一 一 ”的 确 是 错误 的 . 

学 生 自 己 发 现 了 盯 习 题 中 的 错误 心情 特 
别 激动 , 积极 性 空前 高 涨 . 这 时 , 教师 又 让 学 生 
做 了 一 道 练 习题 : 

已 知 w、b%、c 为 实数 , 日 满 足 条 件 a 十 5 十 
c=0,abc=8. 试 判 断 二 十 ; 十 -的 符号 

学 生 甲 的 板书 如 下 : 

解 :… a 十 b 二 c= 0， 





we a++b=—e. 
又 "abc 王 8， 

8 
汪汪 

C 
二 
Dec ab c 8 C 

C 


加 一 十 8 





C 8c 
(1) 当 一 十 8 二 0, 即 c = 2 时 ， 





一 3 二 8 0 0 
8c ~ 16 

i 

Dec 


-30”< 0 可 知 方程 (1) 无 
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-+8>0, [ -+8<0, 
(2) 当 或 
8c>0. 8c < 0. 
一 c 十 8 
即 0 < c < 2 时， Be >0, 
1 1 1 
二 十 工 十 二 > 0. 
b 5c 
一 c 十 8 > 0， -十 8<0, 
(3) 或 
8c<0 8c>0. 
8 
即 c < 0 或 c > 2 时 ， EE 0, 
1 1 1 
et 
学 生 乙 的 板书 如 下 


”a+b 二 +c=0,abc= 8, 
2 (wa 十 p 十 c)” = 0. 
即 o 十 巡 二 cz 十 2(a 十 pc 二 ca)=0， 
2(abp 十 bc 十 cd) 一 一 (o2 十 刀 十 c2)， 
1 1 
a C 
_ bc+ac+ab 


abc 
_ 2(bctactab) 


2abc 
一 (co2 十 刀 十 c”) 
2:X 

学 生 甲 。 艺 的 解答 代表 着 同学 们 两 种 不 同 
的 解法 , 究竟 谁 的 解法 对 呢 ? 学 生 乙 的 解法 显 
然 更 简洁 , 避 开 了 分 类 讨论 , 结论 正确 . 学 生 甲 
没有 挖掘 题目 中 c 取 值 的 隐 含 条 件 ， 思 维 过 程 
出 现 了 漏洞 . 如 何 找 出 < 的 取 值 范围 呢 ? 教师 

? (2) 你 能 构造 出 以 a、5 为 实数 根 的 一 元 二 
Se 学 生 通 过 讨论 , 认为 要 求 c 的 取 值 
范围 , 要 先 消去 a、0, 构造 以 a、5 为 实数 根 的 
一 个 一 元 二 次 方程 , 然后 根据 方程 有 实 根 的 条 
件 , 求 出 的 取 值 范围 . 学 生 解 答 如 下 

”a+b++c=0,abc= 8, 

“a+b=—o, b= =-. (3) 

设 (z 一 Qa)(z 一 5b) 二 0, 即 22 一 (a 二 b)z 十 
ab= 二 0, 把 (3) 代 入 ,得 

7 二 cr 二 0 (4) 

… 方程 (4) 有 实数 根 w、 

es A=c -4x1x->0, 
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从 探究 y = 了 总 型 函数 的 值 域 谈 起 


310007 浙江 大 学 附属 


1. 问题 提出 的 背景 

很 多 与 《全 日 制 普通 高 级 中 学 教科 书 ( 必 
修 . 第 一 册 ( 上 )》 配套 的 资料 上 , 都 有 这 样 一 类 
题目 : 求 函数 y = 于 的 值 域 . 

大 多 数学 生 是 这 样 回答 的 :因为 x? 一 6x 十 
1= (zx—3)*—8>—8, 


1 1 
Bi < 8 即 原 函 数 的 值 


域 是 {9|y < -5 } 

类 似 的 错误 经 过 反复 讲评 、 订正 , 但 收效 
甚 微 . 于 是 决定 以 探讨 y = 让] 开通 数 的 值 
域 "为 课题 上 一 堂 专题 课 . 

2. 课堂 实录 

2.1 回顾 内 容 , 明确 任务 

教师 :前 面 我 们 主要 学 习 了 函数 的 有 关 概 
念 , 以 及 函数 的 表示 方法 . 我 们 知道 用 图 象 法 
来 描述 函数 y 与 自 变 量 z 之 间 的 关系 , 具有 直 
观 、 形 象 的 特点 . 鉴于 同学 们 在 练习 中 暴露 出 
来 的 问题 ， 这 一 节 课 我 们 将 利用 描 点 作 图 法 ， 来 
研究 y = 一 一 型 函数 的 值 域 . 


md Co) NAATA 和 TAA 和 AN 
3 一 32 
即 5 >0 
C 
ca 一 32 > 0， 
原 不 等 式 等 价 于 
c > 0. 
人 ec-32x<0， 
C < 0. 


解 之 , 得 c< 0 或 c>Y32. 
“… 学 生 甲 的 结论 应 改 为 : 
当 c< 0 或 c> V32 时 ， 
一 c 十 8 


< 0. 
8c 














1 

(1) 教 室内 位 于 奇数 行 的 学 生 向 后 转 , 每 两 
行 中 前 、 后 四 小 组 各 八 名 学 生 组 成 一 个 小 组 ; 

(2) 各 组 选 出 一 位 组 长 , 结束 后 , 代表 小 组 
作 汇 报 发 言 ; 

(3) 每 位 同学 自己 确定 合适 的 实数 (a, bc) 
(下 表 第 一 列 的 数 , 应 填 多 种 情况 , 若 不 够 , 请 
自己 添加 ). 
人 








a, b, c) 


与 9 一 Foy 的 区 








2. 在 同一 坐标 系 内 , 画 出 函数 /(2) = 07 
+br 十 与 一 7 的 图 象 (为 示 区 别 , 建议 
使 用 不 同 的 线条 ). 

3. 利 用 图 象 , 写 出 函数 y 一 Fe 的 值 域 

4. 写 出 实验 心得 

2.2 取长补短 , 完成 《实验 》 

表 中 第 一 列 数 的 选取 是 开放 的 , 绝 大 多 数 
组 的 同学 想到 :必须 事先 对 如 何 取 数 进行 分 类 


mrOrOrrrOrOrrOrOrOrOrOrr rr rr rr rr 


这 节 复 习 课 因为 习题 条 件 的 错误 自然 地 创 
设 了 问题 情境 , 激发 了 学 生 主 动 地 提出 问题 . 
在 教师 的 引导 下 , 学 生 自 主 探索 , 找 出 错误 的 
原因 , 充分 体现 出 学 生 提 出 问题 、 分 析 问 题 和 
解决 问题 的 实践 能 力 , 通过 暴露 学 生 的 思维 过 
程 , 教师 思维 过 程 中 出 现 的 漏洞 也 同时 暴露 出 
来 , 并 得 到 了 及 时 弥补 , 师 生 思 维 的 批判 性 品 
质 都 得 到 了 进一步 强化 , 这 也 是 在 渗透 新 课程 
理念 的 课堂 教学 中 , 教师 角色 转变 的 一 种 本 质 
属性 的 体现 . 
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讨论 . 还 有 的 小 组 把 画图 任务 进行 分 工 , 下 面 
是 其 中 一 组 同学 填写 的 表格 : 





fli)=ar? 十 pz 十 c 


1 
y= Fy 的 





























教师 : 大 家 注意 到 了 吗 ? 这 一 组 同学 画 的 
图 象 有 一 定 的 规律 . 而 且 表格 多 了 一 列 
学 生 : 对 称 轴 不 变 , 把 抛物 线 上 下 移动 分 别 
与 + 轴 相 交 、 相 切 、 相 离 , 开口 向 上 或 向 下 都 考 
虑 到 了 , 先 确定 jz) 的 取信 范围 有 利于 写 y = 
了 的 值 域 (有 的 组 所 画 的 图 象 比较 杂 天 ,还 
有 的 没有 画 全 , 同学 们 纷纷 露出 佩服 的 表情 )， 
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这 时 候 有 位 同学 举 起 手 来 . 
学 生 A: 我 有 一 个 疑问 , a = 0 可 以 吗 ? 设 
jz) = 2z 一 6, 则 了 (z) 的 取 值 范围 是 全 体 实 


1 加 
数 , y 三 了 的 值 域 为 y 关 0( 如 图 1). 








图 1 
同 理 ， 2 > 5, 则 f(x) 的 取 值 范围 是 f(z) 
> 4, 7 三 TD 的 值 域 为 y < 区- 
若 Z 村 1， 则 f(z) 的 取 值 范围 是 fz) > 
ee _1 | 
4,y J 的 值 域 为 y < 7 或 y>0 
若 1 < x <2, 则 f(z) 的 取 值 范 围 是 -4 < 


i et 
f(z) < —2, y = F(z) 的 但 域 为 -3 <y< 


教师 : 让 我 们 一 起 来 思考 这 位 同学 的 补充 , 
看 他 提出 的 问题 对 今天 这 堂 课 能 起 什么 作用 . 

学 生 从 一 开始 的 惊 慢 变 成 纷纷 点 头 : 这 样 
画图 更 简 单 ，1(z) 的 取信 范围 更 全 面 ，y 一 
Fj 的 什 域 与 J(z) 的 最 信 以 及 f(z) 是 否 为 0 
关系 较 大 , 而 与 (2) = ax? 十 bx 十 c 图 象 的 形 
状 关系 不 大 . ……- 

2.3 交流 互 评 , 归纳 梳理 

交流 过 程 中 , 学 生 以 本 组 活动 存在 的 不 足 
为 主 . 如 分 类 标准 不 够 合理 一 过 分 突出 a、 Wb、 
c 的 正 、 负 号 ; 用 描 点 法 作 y = 7 的 图 象 没 
有 熟练 掌握 , 甚至 画 错 ; 对 定义 域 的 理解 不 够 
等 等 . 而 其 他 组 的 同学 在 进行 讨论 时 , 都 尽 可 
能 地 发 现 、 肯 定 其 优点 ， 因 此 , 交流 的 气氛 非 
常 融 治 , 经 过 同学 们 的 补充 、 概 括 , 得 到 以 下 


关于 多 = 一 型 函数 的 值 域 "的 结论 . 
Fl) 
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jz) 的 取 值 范围 
设 m < 0 < mw， 函数 y = 一 的 值 域 
且 m+n>0 f(z) 


1 
f(x) 1n (f(z) > 0) 0<y<=(Yy>0) 
(< 二 或 > 0 


(f(z) > m) 


1 
f(z) Sm (fz) <0) | mY < <0) 
2 > Re0 


m< f(z) <n 


0<f(z)<n(m< 
f(x) < 0) (f(z) 0) 





2.4 媒体 辅助 , 验证 结论 

在 教师 的 辅导 下 ， 学 生 运用 几何 画板 软件 
画 出 下 列 y = TCD 型 函数 的 图 象 观察 其 值 
域 并 检验 此 前 所 得 的 结论 是 否 正确 (时 间 人 允许 
的 话 , 应 各 取 不 一 样 的 定义 域 , 多 观察 、 对 比 
其 相应 值 域 的 变化 规律 ). 

2.5 练习 巩固 , 布置 作业 

另 附 练习 卷 (包括 课 内 、 课 外 两 部 分 ). 

3. 在 新 课 标 理念 的 指导 下 设计 教学 

3.1 改进 学 习 方 式 , 促进 学 生发 展 

本 节 课 的 教学 试图 努力 改进 学 生 的 学 习 方 
式 , 以 小 组 合作 的 方式 展开 , 共同 配合 完成 选 
数 、 计 算 、 作 图 、 填 表 等 活动 , 在 合作 中 自主 探 
索 , 发 现 数学 结论 . 教学 实践 表明 , 由 于 改变 了 
全 班 学 生 做 同一 道 题 的 做 法 , 学 生 的 学 习 是 主 
动 的 . 他 们 可 以 自由 选取 第 一 列 (a,b,c) 的 数 
据 , 引起 函数 y = Fe 的 值 域 的 变化 , 从 而 不 
断 激发 学 生 的 求知 欲望 . 以 学 生 人 A 为 代表 的 部 
分 学 生 看 上 去 只 是 对 前 面 的 结果 进行 补充 , 实 
质 上 他 们 不 仅 弥补 了 思维 定 势 : f(x) = az2 十 
br 十 c 型 函数 的 图 象 一 定 是 抛物 线 所 造成 的 信 
域 缺 失 , 而 且 揭 示 了 问题 的 实质 :y = FJ 型 
函数 的 值 域 只 与 f(z) 的 取 值 范围 有 关 . 开放 的 
教学 给 学 生 以 主动 提升 学 习 任务 的 机 会 . 
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3.2 突出 数学 化 "过程, 完善 学 生 的 认 知 
结构 

以 宇 Fe 型 函数 的 值 域 同 f(z) 的 形式 有 
什么 关系 ? 如 何 得 出 对 值 域 进行 分 类 的 依据 ? 
ws 这 些 , 数学 书 或 者 课外 辅导 书 上 都 没有 . 
教师 应 该 认识 到 , 高 度 的 抽象 性 和 形式 化 , 千 
成 了 数学 的 难 收 、 难 教 . 难 学 , 而 数学 是 一 门 既 
注重 演绎 推导 ， 又 非常 需要 实验 归纳 的 学 科 
这 就 更 需要 学 习 者 的 亲身 感受 , 让 学 生 从 自己 
的 经 验 和 认 知 基础 出 发 , 通过 数据 处 理 、 运 算 
观察 、 类 比 归 纳 、 反思 抽 象 以 及 符号 表示 等 活 
动 , 用 数学 的 思想 和 方法 去 发 现 、 去 猜想 、 去 
提取 结论 , 通过 这 样 的 实践 与 思考 、 肯 定 与 驶 
斥 , 促进 学 生 把 客观 的 数学 知识 内 化 为 认 知 结 
构 中 的 成 分 .在 本 节 课 中 , 关于 = 下 型 
数 的 值 域 , 学 生 的 认 知 有 如 下 的 变化 : 

(1) 由 抛物 线 f(z) = az2 + bz 十 c 在 坐标 
系 中 的 位 置 决 定 ; 

(2) 设 f(z) = bx +c, 图 形 简化 , 并 且 分 母 
的 取 值 范围 更 明确 ; 

(3) 只 由 分 母 的 取信 范围 决定 , 而 与 f(z) 
的 形式 无 关 . 

3.3 正确 认识 教师 在 教学 活动 中 的 角色 

这 节 课 一 开始 , 教师 通过 回顾 内 容 , 明确 
本 节 课 * 借 图 形 , 求 值 域 "的 任务 , 这 时 候 教师 
是 设计 者 .引导 者 ; 在 学 生 运 算 、 画图 , 教师 巡 
视 的 过 程 中 , 教师 是 指导 者 , 咨询 人 ; 在 学 生 交 
流 、 互 评 阶段 ,教师 必须 是 一 位 组 织 者 、 评 判 者 ; 
而 当 学 生 提出 异议 时 , 教师 必须 和 同学 一 起 面 
对 新 问题 , 成 为 学 生 学 习 的 合作 者 , 充当 对 话 
者 的 角色 .要 改变 教师 讲 , 学 生 听 "这 一 陈旧 
的 教学 模式 , 教师 必须 真正 重视 学 生 的 主体 地 
位 , 实现 从 较为 单一 的 知识 传授 者 向 课堂 教学 
的 设计 者 .引导 者 、 合 作者 等 多 种 角色 的 转变 . 

3.4 重视 基本 技能 的 训练 

本 节 课 在 设计 之 初 ， 曾 准备 选取 数据 (a,， 
bd) 后 , 先 利用 几何 画板 把 各 J 的 图 形 
画 出 来, 把 教学 重点 放 在 对 结论 的 观察 、 归 纳 、 
概括 上 ,这样 的 话 , 看 上 去 效率 很 高 , 但 考虑 
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对 平方 数 累 加 公式 的 探讨 


317000 浙江 省 临海 市 回 浦 中 学 狄 海 鸣 





记得 自己 当 学 生 时 , 是 在 教科 书 的 封面 上 
第 一 次 看 到 平方 数 的 累加 公式 : 1 十 2 十 32 十 
天 
式 ， 封面 上 还 画 着 金字 增 状 的 “四 角 吉 ”， 心里 
很 是 惊奇 一 这 个 公式 的 发 现 者 是 多 么 的 神奇 ， 
居然 能 “ 拼 资 ”出 这 种 关系 . 当时 自己 虽然 能 够 
用 数学 归纳 法 证 明 这 公式 , 但 “只 知 其 然 , 不 知 
其 所 以 然 ”". 后 来 , 当 上 了 数学 老师 , 也 看 到 了 
前 人 给 出 的 推导 过 程 ( 用 (1 十 ?== 友 二 36 十 
3k 十 1 来 推导 ). 过 程 如 下 : 
将 自 1 至 mn 代入, 不 难 导出 以 下 公式 : 
(1 二 +13=13 二 3.12 二 3:1 十 1， 
(1 十 2)3=23 十 3.22 十 3.2 十 1 
(1L+3)3 三 33 二 3.32 十 3.3 十 1 





(1L+( 一)3=( 人 一 3 二 3.(2 一 1 十 
3. (7 一 1) 十 1 

(1+n3=n3+3.n2+3.n+t+1. 

将 等 号 两 边 依 序 相 加 , 然后 约 去 相等 的 部 
分 , 可 以 得 到 (1 十 n)3 = 13 十 3.(12 十 22 十 
十 2 十 3. (十 2 十 3 十 … 十 n) 十 n， 

整理 之 后 即 可 得 








和 TA rr rr rr rr 


到 描 点 法 作 函 数 的 图 象 是 高 一 数学 的 重点 , 而 
且 对 学 生来 说 , x 取 “ 零 点 ”附近 的 数 时 , y 的 值 
趋向 于 无 穷 大 是 一 个 难点 . 《新 课 标 》 指出“ 风 
练 掌握 一 些 基 本 技能 ， 对 学 好 数学 是 非常 重要 
的 ”“ 在 高 中 数学 课程 中 , 要 重视 运算 、 作 图 、 
推理 处 理 数据 以 及 科学 计算 器 的 使 用 等 基本 
技能 训练 .” 因 此 , 本 节 课 将 计算 机 的 应 用 安排 
在 落实 “ 描 点 作 图 法 ”之 后 , 作为 对 所 得 结论 的 
验证 . 符合 《新 课 标 》 关 于 信息 技术 与 数学 课 














ty 


但 是 这 种 累加 的 方法 难以 想到 并 非 “ 理 所 
当然 … 我 也 只 能 感叹 技 不 如 人 , 可 心中 总 有 点 
问 . 

后 来 , 在 高 中 数学 (选修 I) 的 研究 性 课题 : 
杨辉 三 角 中 发 现 教科 书 中 有 一 个 习题 ( 见 人 教 
社 2001 年 12 月 第 2 版 , 第 74 页 , 习题 2.2 第 1 
题 ) 摘抄 如 下 : 如 图 (图 略 ) , 将 圆 珠 堆 成 三 角 志 ， 
底层 每 边 为 n 个 . 容易 看 出 , 当 n = 1, 2, 3, 4 
… 时 , 三 角 吉 中 的 圆 珠 总 数 分 别 为 1 4 10， 
20, …. 根据 前 面 的 结论 , 这 样 的 一 个 n% 层 的 
三 角 抬 中 的 圆 珠 总 数 是 

1 二 3 十 6 十 … 十 Co4i 
n(n+t+1)(n++2) 











一 C21a > 6 ， 
n(n+t1)(n+2), n(n+t+1)(2n+t+1),, 上 月 
6 和 6 人 
何等 的 相似 . 


“ 三 角 霹 "和 “四 角 霹 "又 是 这 样 的 密切 ” 
于 是 我 就 从 “三 角 埃 ?和 "四 角 埃 ”的 关系 着 手 来 
解读 ca SI 和 
的 关联 ， 因 为 和 三 角 埃 ”的 总 数 公式 是 用 演绎 
的 方法 得 到 的 ， 如 果 能 够 将 “三 角 埃 "和 “四角 
埃 ” 的 关系 梳理 清晰 , 那么 , 平方 数 的 累加 公式 


和 和 AAAITNT~N 


程 的 整合 一 -“ 在 保证 笔算 训练 的 前 提 下 ”，“ 整 
合 的 原则 是 有 利于 学 生 认 识 数学 的 本 质 ”. 
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函数 单调 性 与 数列 单调 性 的 整合 


433300 湖北 省 监利 县 一 中 胡 耀 宇 


教材 高 一 (上 ) ( 指 全 日 制 普通 高 中 教材 必 
修 本 ; 下 同 ) 学 习 了 函数 单调 性 定义 和 数列 , 并 
指出 了 数列 与 函数 的 关系 ; 高 二 (下 ) 研 究 二 项 
式 系数 的 性 质 ,在 研究 其 增 减 性 时 , 用 C4 二 
Ck-1. 卫 一 在 十 工 来 讨论 , 这 里 实际 上 提出 了 函 
数 单调 性 定义 在 数列 中 的 具体 应 用 : 数列 
{f(n)} 单 调 增 等 价 于 Fn 上 1) > Fn); 单调 减 
等 价 于 jn 上 +1) < f(n); 选修 教材 又 给 出 了 导 
数 与 函数 单调 性 的 联系 . 由 此 有 必要 "整合 "两 
种 单调 性 的 关系 . 

1. 和 谐 的 统一 

例 1 (2004 年 上 海 春季 高 考题 ) 已 知 函 数 
f(z) 一 |z 一 aq], g(2) 一 42 十 2az 十 1(a 为 正常 
数 ), 且 函 数 f(z) 与 g(z) 图 象 在 y 轴 上 截 距 相 
等 . (1) 求 a; (2) 求 (7) +9(Z) 单 调 递 增 区 间 ; 








POOLrOrOrrOrOrrrr rr rr rr 


1)(2m 十 1 
人 ne ) 就 


6 
可 以 用 一 个 比较 容易 理解 的 方法 “理所当然 ”地 
得 到 . 
这 首先 要 感谢 遥远 的 毕 达 哥 拉 斯 和 他 的 门 
徒 们 . 他 们 发 现 了 三 角 数 的 一 个 性 质 :任意 两 个 
连续 三 角 数 的 和 是 一 个 平方 数 , 如 图 1 所 示 . 
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S1 S2+S1 93 十 92 4 十 93 
图 1 
显然 ,一 个 4 层 的 "四 角 井 ?可 以 分 解 为 一 
个 4 层 的 “三 角 志 ? 加 上 一 个 3 层 的 “ 生 角 埃 ”, 如 
图 2. 
进而 , 一 个 nn 层 的 “ 四角 井 ? 可 以 分 解 为 一 
个 吧 层 的 二 角 埃 ?加 上 一 个 妈 一 工 层 的 “ 王 角 


g(n) 
(3) 若 7 为 正 整数 证明 :10f(m) . G) 4 
解 : (1)a = 1，(2) 咯 . 第 3 小 题 有 两 种 解 
题 方法 
方法 一 : 设 cn = 107(%) ， (G3) 


g(n) 
S10 


4 n2+2n+l 
(G3) , 考查 数列 {c%]} 的 变化 规律 


解 不 等 式 Cm 十 1 < Cn, 由 cn > 0 化 为 10. 
4 27m 十 3 3 
(G3) < 1. 解 得 n > 


一 1 
一 
2lg0.8 2 
因 n € N 得 n > 4, 于 是 c1 < co < c3<< 0c4, 而 
c4 > c5>>…, 所 以 


4 g(n) 4 9(4) 
10f(7) .| 二 < 10f®. (= 
局 


， /4 25 
= 10°. 5 3.777893186273 < 4. 


TATTOO 





埃 "”. 所 以 ， 
12 十 22 十 32 十 :十 7 
二 (1 十 3 十 6 十 … 十 C2_1) 
十 (1 十 3 十 6 十 … 十 C2) 
= O342 + O81 
n(nt Dat 二 (nl)n(nt) 
n(n+1)n+i+2+n—1) 





6 
_ n(n+1)(2n+1) 


= . 
这 个 以 前 曾 困 惑 我 的 公式 终于 用 “ 理 所 当 
然 "的 方法 解决 了 . 
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2Z2 十 27 十 1 


4 
方法 二 : 设 wp(x) = 10*-1 (G3) , 
4 Z 二 27z++1 
rzZ1. v(x)= 10°! (3) . [in 10 十 


4 
ms (2e +2), 





解 p'(z) > 0, 得 z < eT 
21n— 

即 函 数 p(x) 在 (1,4.16) 递增 ; 
(4.16, 00) 递减 , 所 以 

pinax (1n) = p(4) = 3.777893186273 < 4. 

从 2000 年 起 上 海 市 允许 计算 器 进入 高 考 
试 场 , 因而 产生 新 的 解 题 手段 和 方法 ,当然 也 
就 改变 某 些 传统 解 题 思 路 . 如 本 题 涉及 与 自然 
数 有 关 的 不 等 式 证 明 , 还 可 用 数学 归纳 法 . 但 
两 种 方法 均 运 用 计算 器 , 利用 数列 与 函数 单调 
性 加 以 解决 , 显得 清晰 简单 , 和 谐 又 统一 . 

2. 统 一 中 的 不 和 谐 

例 2 (2003 年 新 课程 卷 ) 设 ao 为 常数 , 且 
an=3" 1—2a_1(neEN,). 

0 盾 衣 :ti 二 =lg" 十 (DJn-1. 2] 二 
(—1)”. 2%. ao; 

(I) 假 设 对 任意 n 1, 有 an > an-_1, 求 ao 
的 取 值 范围 . 

问题 (了 ]), 略 ; 对 问题 (了 D), 提出 下 列 两 种 解 
法 : 

方法 一 : on > an-1 等 价 于 (一 1)”-'(5ao 

2 


= 


当 n=2k- 1,k=1,2,... 


2(zZ) 在 


时 , 即 为 
3 2K 一 3 
(—1)** ?2(540 — 1) < G3) ， 即 ao < 
2K 一 3 
TO 
] = 
Q0 < 5 x G3 十 5 一 E 
当 宙 汪 儿 ;以 导 十; 活 


2k—2 
(D1(500 — 1) < 6 , 即 a0 > 


2k—2 
1 3 1 
= 三 二 对 大 二 1 2 ... 
5 xX G3) 十 下 对 全 ) 


都 成 立 , 有 
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有 好 -5 ~ \3 5 

综 上 所 述 , 对 n €E N+ 成 立 的 ao, 其 取 值 范 
围 为 (" 。 

3 

方法 二 : 由 on 的 表达 式 , 记 /(n) = 28" 二 
(一 1)”?.2"”] 十 (一 1)”2”. ao, 因而 问题 等 价 于 
fr(n) > 0 对 ne N， 恒 成 立 . 

当 n 为 奇数 0 a a In342" m2)— 
2"aoln2, 由 f'(n) > 


1/3 ln3 
Qa0 过 二 5 (3* 5 - 
久 0.675488750216. 
当 mn 为 偶数 ， 
f'(n) = = (371n3— 271n2)+2"?.aoln2, 


由 f(n) > 0 得 ao > 1- () 绢 | 


) > 一 0.2755. 
围 是 


+ 恒 成 立 , 从 而 


1 

5 
从 而 ao > = (一 二 x 了 3 

A 述 , ao 到 值 江 轩 

(一 0.2755, 0.6755). 

同样 利用 函数 单调 性 与 数列 单调 性 解 题 ， 
例 1 是 两 者 殊途同归 , 而 例 2 两 者 却 相距 甚 远 . 

实际 上 , 运用 计算 器 解决 例 1 时 , 就 出 现 了 
不 和 谐 的 “音符 ”, 方法 一 中 nn 接近 于 3.7 取 值 ， 
方法 二 中 nn 接近 于 4.16 取 值 时 , 函数 对 应 于 取 
得 最 大 值 , 只 是 由 于 取 n € N+, 将 两 者 统一 于 
n 取 4. 但 并 未 掩饰 其 当 取 具体 值 时 两 者 的 差 
异 , 由 此 也 不 难 理解 为 什么 对 于 例 2, 两 种 方法 
所 得 两 种 结果 不 吻合 的 原因 了 . 因此 , 数列 可 
以 看 作 是 定义 域 为 N+ (或 它 的 有 限 子 集 ) 的 函 
数 当 自 变量 从 小 到 大 依次 取 值 时 对 应 的 一 列 
函数 值 . 但 将 数列 问题 简单 地 函数 化 , 难免 会 
有 一 定 的 差异 . 

3. 函 数 也 有 鞭 长 莫 及 之 时 

例 3 (教材 选修 (I) P.9 习 题 1.1 第 7 题 ) 如 


果 E~BB (2 ;) 求 使 P(E = 及 取 最 大 值 的 
(下 转 第 3-47 页 ) 
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善待 学 习 圆 锥 曲线 时 发 生 的 认 知 错误 


510075 广东 省 广州 白云 中 学 薄 立 平 710003 陕西 省 西安 市 西安 中 学 花 党 有 





错误 是 学 生 在 学 习 过 程 中 自然 存在 的 一 种 
现象 . 在 教学 中 企图 计 学 生 完 全 避免 错误 是 不 
可 能 的 , 也 是 没有 必要 的 . 事实 上 , 错误 一 方面 
可 以 充分 暴露 学 生 思维 的 薄弱 环节 , 有 利于 对 
症 下 药 ; 另 一 方面 , 错误 也 是 正确 的 先导 , 错误 
在 许多 时 候 比 正确 更 有 教育 价值 . 这 正如 当代 
科学 家 、 哲 学 家 波谱 尔 所 说 ,“ 错 误 中 往往 孕育 
着 比 正确 更 为 丰富 的 发 现 和 创造 因素 , 发 现 的 
方法 就 是 试 错 的 方法 "， 如 何 正确 地 认识 和 对 
待 学 生 的 错误 ? 本 文 结合 一 个 具体 的 案例 , 给 
出 若干 对 竺 学生 认 知 错误 的 基本 态度 . 

案例 ”在 学 习 圆 锥 曲线 时 , 遇 到 了 这 样 一 
道 题 目 : 方程 

Vet) + VHP=1 © 
所 表示 的 曲线 是 什么 ? 

对 于 这 道 题目 的 解答 , 学 生 中 出 现 了 下 述 
两 种 错误 的 解答 . 

解法 1: 在 几何 上 , 此 方程 表示 点 (x,y) 到 
两 个 定点 (一 1,0)、(1,0) 的 距离 之 和 为 定 长 1， 
所 以 , 此 方程 所 表示 的 曲线 应 该 为 椭圆 . 

解法 2: 将 @ 变 为 V(x 十 1)? 十 妨 二 1 一 


夫人 人 四 
两 边 平方 得 1- 4z = 2V 全 二 1 二 到 
再 平方 得 1272 一 4vy? 二 3. 四 

2 2 


2 2 
即 加 四 5 
2 2 
这 是 双 曲 线 的 方程 . 所 以 , 原 方程 表示 的 
曲线 应 该 为 双 曲 线 . 
毫 无 疑问 上 述 两 种 解法 都 是 错误 的 . 但 
是 , 面 对 错误 , 作为 执教 者 应 该 如 何 处 理 呢 ? 
首先 , 教师 应 该 充分 认识 到 学 生 错 误 产 生 
的 内 在 合理 性 , 并 且 尽 最 大 可 能 地 对 于 错误 中 








的 合理 成 分 子 以 肯定 . 在 上 述 案例 中 , 持 有 解 
法 1 的 学 生 看 到 了 方程 所 对 应 的 几何 结构 , 并 
且 由 此 联想 到 了 椭圆 的 定义 . 这 种 数 形 结合 的 
思想 以 及 应 用 定义 的 意识 都 应 该 子 以 充分 的 肯 
定 ; 持 有 解法 2 的 学 生 尽管 没有 看 到 原 方程 所 
对 应 的 几何 结构 , 但 是 其 方程 化 简 的 意识 , 以 
及 化 简 过 程 中 所 体现 的 毅力 、 恒 心 和 运算 的 熟 
练 性 、 准 确 性 都 应 子 以 充分 的 表扬 . 只 有 这 种 
正确 对 待 学 生 错误 的 态度 才 超越 了 简单 的 知 
识 教 学 , 其 意义 将 使 学 生 终身 受益 

其 次 , 学 生 的 认 知 错误 应 该 借助 于 学 生 的 
“自我 否定 ”来 得 以 纠正 . 

在 上 述 案例 中 , 针对 解法 1, 教师 如 果 直 接 
指出 其 病根 ( 顶 圆 的 定义 要 求 到 两 定点 的 距离 
之 和 大 于 两 定点 的 距离 ), 那么 就 是 以 教代 学 ， 
剥夺 了 一 次 学 生 自 我 思考 、 训练 思维 的 极 好 机 
会 ,而且 如 此 简单 的 处 理 , 也 势必 会 增加 同样 
错误 的 出 现 频率 ,相反 地 ,如 果 执教 者 启发 学 
生 求 出 此 椭圆 的 标准 方程 , 那么 学 生 在 由 24 = 
1, 2c 二 2 去 求 5 时 , 会 自觉 地 发 现 刀 = a? 一 
一 了 实数 不 存在 , 怎么 回 事 ? 
这 必然 会 诱发 学 生 的 进一步 思考 和 对 于 解法 1 
的 质疑 . 当然 , 针对 解法 1, 执教 者 也 可 以 启发 
学 生 试 求 出 此 椭圆 和 z 轴 的 交点 . 于 是 学 生 自 
然 会 在 方程 @ 中 令 z 二 0 结果 会 发 现 ! 无 实 
数 解 ， 于 是 学 生 也 会 对 于 解法 1 开始 质疑 毫 
无 疑问 , 这 种 启发 式 的 错误 揭露 不 仅 会 使 学 生 
意识 到 自己 认识 的 错误 性 , 同时 也 会 激发 学 生 
对 于 错误 解法 的 自我 反省 和 自我 更 正 

同样 地 ,针对 解法 2， 执 教 者 可 以 启发 学 
生 寻 找 双 曲 线 与 z 轴 的 交点 ， 当 学 生 由 方程 
@ 求 和 交点 (二.0 ) 以 后 , 教师 可 以 让 学 生 





82 二 和 全 
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抽象 函数 的 解 题 策 略 


315200 浙江 省 镇 海中 学 沈 红 正 


抽象 函数 是 指 这 样 一 类 函数 : 它 没 有 给 出 
明确 的 解析 式 , 但 给 出 了 函数 满足 的 一 部 分 性 
质 或 运算 法 则 ， 它 要 求学 生 由 此 来 研究 函数 
的 其 他 性 质 或 根据 法 则 进行 运算 . 由 于 这 类 函 
数 问题 可 以 全 面 地 考查 学 生 对 函数 概念 和 性 
质 的 理解 , 同时 抽象 函数 问题 又 将 函数 的 定义 
域 、 值 域 、 单 调 性 、 奇 偶 性 、 周 期 性 和 图 象 集 
于 一 身 , 因此 在 近 几 年 的 高 考试 题 中 不 断 地 出 
现 . 然而 , 由 于 这 类 问题 本 身 的 抽象 性 和 其 性 
质 的 隐蔽 性 , 学 生 在 解决 这 类 问题 时 , 往往 感 
到 无 从 下 手 , 正确 率 很 低 . 本 文 就 这 类 问题 的 
解 题 策略 谈 点 粗浅 的 看 法 . 

一 、 运 用 所 给 的 性 质 解 题 


和 TOTOTNT~N 


将 其 代入 方程 @ 进行 检验 ， 结果 学 生 会 发 
现 (3,0 ) 并 不 适合 方程 加， 于 是 学 生 自然 
会 “自我 反省 ”, 重新 认识 解法 2 中 的 方程 化 简 
过 程 . 

再 之 , 教师 应 该 借助 于 错误 来 促使 学 生 达 
到 认识 的 升华 .针对 上 述 案 例 的 解法 1, 当 学 
生 明确 地 认识 到 错误 的 根源 之 后 , 教师 就 可 以 
让 学 生 对 于 “平面 内 到 两 定点 的 距离 之 和 等 于 
正常 数 的 动 点 轨迹 ”这 一 问题 进行 全 面 的 认识 
和 理解 ; 同时 , 也 可 以 对 于 双 曲 线 、 抛 物 线 的 
定义 进行 重新 的 认识 . 

对 于 解法 2, 当 学 生 检查 其 解 题 过 程 的 每 一 
步 又 , 即 会 发 现 演算 是 完全 准确 的 , 而 问题 出 
在 对 于 方程 变形 过 程 之 中 的 平方 运算 . 事实 上 ， 
对 于 人 @ 式 两 边 平方 相当 于 对 Vz 十 13 十 她 
一 [1 一 V(x 一 1 十 y3| = 0 的 两 边 同 时 乘 以 
一 个 代数 式 

(z 二 1 十 十 [1 一 
因而 产生 了 增 根 方程 








(z=—17 + 


有 关 抽 象 函数 问题 虽然 没有 给 出 函数 的 解 
析 式 , 但 它 给 出 了 函数 满足 的 性 质 , 如 单调 性 、 
奇偶 性 、 周 期 性 、 对 称 性 等 , 我 们 可 以 直接 运 
用 这 些 性 质 来 解决 有 关 问 题 . 这 是 解决 有 关 抽 
象 函数 问题 的 基本 策略 . 

例 1 设 函 数 (z) 的 定义 域 是 (0,2), 求 函 
数 了 (x?) 的 定义 域 . 

分 析 : 由 题 意 得 0 < z2 < 2, 所 以 -V2 < 
2 < V2 且 x 关 0, 即 函 数 jz2) 的 定义 域 是 
(-V2,0) U (0,V2). 

例 2 设 函 数 f(z) 的 定义 域 是 (--1,1), 且 
满足 下 列 条 件 : (1) f(x) 是 奇 函 数 ; (2) f(x) 在 


TT rr 


CHI t+ VE + =0 

CHT (DL 

这 正 是 双 曲 线 @ 的 一 支 . 

当 第 二 次 平方 时 , 相当 于 对 于 1 - 4z 一 
2V(z 一 1)3 十 好 二 0 的 两 边 同 时 乘 以 一 个 代 
数 式 (1 一 4z) 二 2V(z 一 1)? 十 妇 2, 因而 又 产生 
了 增 根 方程 1-4z+2wVz 二 1 十 好 = 0, 由 
此 得 Vz+1)3+P-V(z- 13+y=1. @ 

而 这 正 是 双 曲 线 @ 的 另外 一 支 

认识 至 此 , 学 生 即 会 对 于 方程 变形 的 等 价 
性 予以 足够 的 重视 , 同时 , 这 也 必 将 诱发 他 们 
对 于 椭圆 . 双 曲 线 、 抛 物 线 方程 的 推导 过 程 进 
行 重新 的 审视 . 

错误 是 一 种 很 有 开发 价值 的 教学 资源 . 在 
实际 教学 中 , 如 果 我 们 都 能 从 有 利于 学 生发 展 
的 角度 考虑 , 善待 错误 , 那么 就 一 定 会 使 得 学 
生 的 错误 转化 为 学 习 的 催化 剂 , 让 学 生 在 出 现 
错误 、 发 现 错误 、 纠 正 错 误 的 过 程 之 中 既 感 受 
到 数学 的 魅力 , 又 享受 到 学 习 数 学 的 快乐. 
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定义 域内 是 减 函 数 ; (3) f(1 一 a) 十 f(1 一 a?) < 
0. 求实 数 的 取 值 范围 . 

分 析 : ”f(x) 是 奇 函数 , .f(a? 一 1) = 
一 f(1 一 0), 于 是 由 f(1 一 Q) 十 f(1 一 a?) < 0 得 
f(1 一 a) < f(e? 一 1). 又 f(x) 在 定义 域 (1,1) 


—l1<1-a<l, 
上 是 减 函数 , 故 有 4 一 1 < a? 一 1 < 1， 解 得 
1 一 w> oa2 一 1， 
0<a<l. 


例 3 (2002 年 高 考 上 海 卷 第 12 题 ) 已 知 函 
数 y = f(x) (定义 域 为 D, 值 域 为 4) 有 反 艺 数 
y 二 f(z), 则 方程 f(z) = 0 有 人 解 x = a, 且 

f(z) > x (x € D) 的 充 要 条 件 是 y = f(z) 
满足 . 

分 析 : 方程 f(x) = 0 有 解 x = a, 且 f(x) > 
2Z(Z E D) 意 即 函 数 y = f(x) 的 图 象 在 直线 
y 二 的 上 方 且 过 点 (a,0), 根据 函数 y = f(z) 
与 其 反 函 数 y! = f(z) 的 图 象 之 间 的 对 称 关 
系 即 可 知 函数 y = f(x) 应 满足 的 充 要 条 件 : 
图 象 在 直线 y = x 的 下 方 且 过 点 (0,a)， 即 
f-1(0)=a, Hzx> 广 I(z)(z € A). 

二 、 运 用 赋值 法 解 题 

有 关 抽 象 函数 问题 中 所 给 的 函数 性 质 或 法 
则 往往 是 对 定义 域内 的 一 切 数 都 成 立 的 , 因此 ， 
我 们 可 以 根据 所 要 证 明 或 求解 的 问题 的 结构 使 
自 变量 取 某 些 特殊 值 或 式 , 使 问题 得 到 便捷 的 
解决 . 这 是 解决 有 关 抽 象 函数 问题 的 重要 策略 
之 一 . 

例 4 已 知 函 数 1(z) 的 定义 域 为 R, 对 任 
意 实 数 久 、w, 满足 fw 十 20) = 了 (w) 十 了 (v), 且 
f (uv) = uf(v) 十 wo 

求 (1) 了 (0)、f(1); (2) 试 用 f(w)、f(v) 表 
示 f(w 一 20); (3) 用 wv、f(w)、f(v) 的 表达 式 
来 表示 /( 志 ) 


2 
~ 


设 久 二 1, v= 二 0, 则 f(1 十 0)= 
f(1) 十 f(0), 得 f(0) = 0. 令 w = 1,v=1， 
得 f(1 x1) = f(1) 十 f(1), 得 f(1) = 0, 所 以 
f(0) = f(1) = 0. 

(2) 令 z= 二 4 一 v, 则 w =z 十 v, 由 条 件 得 
fv) = f(z+o) = f(z) + fv) = fu mv)+ 
fv), 所 以 fu mv) = fu) — f(v). 
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(3) 设 二 =z 则 w= vz, 由 条 件 得 Au) = 
j(oa] = vf(D)+zf (0) =oy(2)+z7o), 所 
ywW-=1o p(n) 
or 的- 1 _ vf(u ys jw 


2 

三 、 运 用 示意 图 解 题 

函数 图 象 是 函数 解析 式 的 具体 表现 , 如 果 
能 把 表示 抽象 函数 的 性 质 的 示意 图 画 出 来 , 那 
么 就 可 以 化 无 形 为 有 形 , 化 抽象 为 具体 , 解 题 
就 会 变 得 直观 、 明 了 . 

例 5 (2004 年 高 考 湖南 卷 第 12 题 ) 设 
jz)、9(z) 分 别 是 定义 在 及 上 的 奇 函 数 和 偶 函 
数 , 当 z < 0 时 , 万 (z)g(z) 二 f(x)g (xz) > 0， 
且 9(-3) = 0, 则 不 等 式 f(z)g(x) < 0 的 解 集 


是 人 ( ) 
(A) (—3,1) U(3, 十 co); 
(B) (一 3， 1) U (0， 3); 
(C) (一 co, —3) U (3, 十 co); 
(D) (—o%0, —3) U (0,3) 


分 析 : 令 了 (zx) = f(z)g(zx), 则 当 z < 0 时 ， 
(Xz) > 0, 故 当 x < 0 时 , 了 (x) 为 增 函 数 . 

根据 题 意 又 可 知 了 P(x) 是 奇 函 数 旦 了 (一 3) 
二 0, 从 而 得 到 示意 图 (图 1). 


yi 


ct 有 
O 3 人 


图 1 

根据 示意 图 即 得 不 等 式 f(z)g(z) < 0 的 
解 集 是 (D). 

四 、 抓 住 特征 , 合理 变形 

有 关 抽 象 函 数 问题 中 往往 会 给 出 函数 f(z) 
所 满足 的 等 式 或 不 等 式 , 因此 在 解 有 关 问 题 时 ， 
首先 应 对 所 要 证 明 或 求解 的 式 子 作 结 构 上 的 变 
化 , 使 所 要 证 明 或 求解 的 问题 的 结构 与 已 知 的 
相同 . 

例 6 (2004 年 高 考 江苏 卷 第 22 题 ) 已 知 函 
数 /z)(z <e R) 满 足下 列 条 件 : 对 任意 的 实数 
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2Z1、272 都 有 A(zZl 一 22)? < (x1 一 zx2)[f (71) 一 
f(z2 虽 和 |f(z1) 一 了 (22)| < |z1 一 2|, 其 中 入 

是 大 于 0 的 常数 . 设 实数 ao、b、a 满 足 f(a0) = 

0 和 6 = 二 a 一 和 f(a). 证明: 

(1) 入 < 1, 并 且 不 存在 bo 隆 ao, 使 得 
f(bo)= 0; 

(2) (0 — a0)? < (1 — XN)(a 一 co) 

(3) (f(D) < (1 — Xf (oF. 

分 析 : (1) 不 妨 设 XY1 > Zz2. 

由 和 (zi 一 72)” < 0 
可 知 f(z1) — f(z2 : 
函数 , 于 是 不 存在 bo 入 ao， 使得 7 0)=0. 

又 X(zi — x2)? & (zi — xz2) : [f(x1) 一 
f(z2)] < (21 — Zo)f (21) — f(z2)| < (zl 一 
22)|z71 一 XZ2| 二 (7X1 一 22)*) 故 入 <1. 

(2) 要 证 : (5 一 40)? < (1 一 入)(a 一 oo) 
即 证 [a 一 a0 一 和 f(a)]? < (1 < XY)(a 一 ao)2， 
即 证 A(a 一 a0)? + f(a)] < 2f (a)(a ~ a0). 
不 妨 设 a > ao. 由 于 f(ao) = 0, 于 是 f(a) = 
f(a) — f(a0), 又 由 和 (x1 一 Za) < (x1 — x2)- 
[f(z1) 一 f(z2)] 可 得 f(a)(a 一 a0) > 和 (a—a0)?, 
则 2f(a)(a — ao) > 2A(a — a0)?. (1) 

又 因为 f(a0) = 0, 故 可 由 |f (x1) 一 f(z2)| 
人 |z1 一 x2| 得 f(a)= f(a)— fla0) < |f(a)— 


f(a0) < la 一 aol, 即 [f(a)]? < (a 一 a0)*, 故 
A[f(a)]? < 和 (a 一 a0)”, 不 等 式 两 边 同 加 和 (a 一 
a0)*, 则 有 


Ma — a0)? + f°(a)] < 2A(a 一 ao) (2) 

由 (1)、(2) 可 得 A(a 一 ao) 十 户 (o] < 
2f(a)(a 一 a0), 因此 (5 一 a0)? < (1 一 入 )(a 一 
a0) 成 立 . 

(3) fla 


) f(0) = f(2)— flao), 
[FOOD 
1 


a0) = 
人 J 0)]? < 地 一 ao)” 又 

由 (2) 中 结论 (0 一 a0)? < (1 一 入 )(a 一 a0)”， 
Sh) IFO 
回顾 : 在 (1) 的 证 明 中 ,把 f(zx1) 一 了 (x2) 放 
大 成 |f(z1) 一 f(zx2)| 是 关键 的 一 步 , 因为 有 了 
这 种 结构 上 的 变化 , 才 可 以 直接 运用 第 二 条 性 
质 解决 此 问 ; 在 (2) 和 (3) 的 证 明 中 , 利用 f(ao) 
0, 把 f(Q) 改 写成 f(a) 一 了 (ao), 把 1() 改 写 
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成 f(b) 一 了 (ao), 这 些 变形 起 了 重要 的 作用 ， 
为 是 这 些 变化 创造 了 使 用 条 件 的 机 会 , 也 创造 
了 解决 问题 的 捷径 . 

五 、 联 想 一 猜想 一 证 明 

有 关 抽 象 函数 的 问题 往往 是 已 知 函数 在 定 
义 域内 满足 的 一 些 性 质 和 运算 法 则 , 进而 推导 
和 证 明 其 他 的 一 些 性 质 和 运算 法 则 . 对 于 这 类 
题目 我 们 可 以 根据 条 件 联想 它 的 函数 模型 , 然 
后 根据 函数 模型 的 性 质 和 法 则 来 猜测 它 的 其 
他 一 些 性 质 和 法 则 , 进而 找 出 解决 此 类 问题 的 
方法 . 

例 7 已 知 函 数 f(z) 适 

D f(271) + f(272) = f(z1+ 22)f (71— 
72); @ f(7) = 0; @ f(x) 不 恒 等 于 0. 

(1) 判 断 f(z) 的 奇偶 性 ; (2) 证 明 f(z) 是 周 
期 函数 ; (3) 求 证 : 对 任意 的 实数 Zz, 有 f(z7) > 
一 2 成 立 . 

分 析 如 下 : 

联想 : 因为 2 cos 2z1 十 2cos27x2 二 2 cos(21 
十 Z2) :2cos(Z1 一 X22), 因而 函数 (zx) 的 模型 可 
以 是 y = 2 cos 27. 

猜想 : (1) 因为 y = 2cos 27 是 偶 函 数 , 故 
猜想 f(x) 为 偶 函数 . 
(2) 因为 y = 2cos 27x 是 周期 函数 , 7 是 它 


的 最 小 正 周 期 , 又 当 z = 工时 ， 2 cos (2 . 


0, 而 f(7) = 0, "是 了 的 四 倍 . 故 可 猜想 f(z) 
也 是 周期 函数 , 47 为 它 的 最 小 正 周期 
(3) 因为 y = 2cos2z = 2[2cos27z 一 ]] = 
ba 2 
(2cosz)? 一 2 > -2, 故 猜想 f(z) = |/ (=)| 
-2 > -2, 当 目 仅 当 了 (地 ) = 0 时 等 号 成 立 . 
下 面 给 出 (3) 的 证 明 
令 Z1 二 7Z2 一 7， a 知 2f(z) = 
f(z)f(0), 由 性 质 @ 知 1(0) = 
令 2Z1 二 7，22 = 0, i ) 得 f(x) 十 
a 2 
= [7 (3)] ,F760) = [7 (3)] - 
之 一 2. 


六 、 运 用 验证 





合 下 列 性 质 : 


证 法 解 题 
(下 转 第 3-23 页 ) 
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一 种 二 次 方程 根 的 分 布 讨论 及 简化 策略 


317000 浙江 省 临海 市 回 浦 中 学 徐 世 白 


近日 在 阅读 有 关 文 章 时 , 发 现 文中 所 给 出 
的 二 次 方程 az2 + 好 +ece = 0(a,b,c € 及 ， 
a 关 0) 在 开 区 间 (a, 6B) 上 有 实 根 的 充 要 条 件 还 
有 人 欠缺. 而 产生 错误 的 原因 在 于 忽略 了 二 次 函 
数 图 象 过 开 区 间 端 点 的 情形 , 进行 补救 后 不 难 
得 到 : 在 lp,q) 内 有 惟一 实 根 ( 不 含有 两 个 相等 





的 实 根 ) 的 充 要 条 件 是 
f(p)*: f(gq) <0 或 
f(p)=0 
_2 <p 或 a pig 2 
a 2 
{ f(q) = 
a 


2 2 
在 (p,q 内 有 慌 实 根 ( 不 含有 两 个 相等 的 
实 根 ) 的 充 要 条 件 是 
fm) f(q) < 0 或 


d) 一 
b D 二 dg 、 b 或 
一 一 二 一 一 一 台 SR 
et 
ee 
b _p+g 


至 此 , 对 一 元 二 次 方程 根 的 分 布 的 讨论 已 
经 比较 深入 ， 但 由 于 二 次 方程 根 的 区 间 分 布 
情况 多 种 多 样 , 所 讨论 的 根 的 情况 又 有 “有 根 ”， 
“有 惟一 根 ",“ 有 两 个 不 同根 ”等 不 同 要 求 , 需 
要 列举 的 充 要 条 件 非 常 多 .“ 授 之 以 鱼 , 不 如 授 
之 以 渔 所 以 本 人 认为 在 具体 教学 时 , 提供 简 
洁 的 解决 方案 要 比 把 各 种 情况 的 条 件 一 一 列 
举 来 得 更 为 重要 . 本 文 就 试图 通过 一 个 例题 的 
分 析 来 寻求 上 述 问 题 的 合理 简洁 的 解决 方法 . 

1. 合理 利用 条 件 简化 根 的 分 布 讨论 

例 已 知 集合 4A={(z,9)ly = 7x? 十 mz 二 
2}, B= {(z,y)|lz—y+1=0,H0<z < 2}, 
若 AmB 为 单元 素 集 , 求实 数 m 的 取 值 范围 


分 析 1: 集合 4 = {(z,y)ly = x 十 mz 十 
2}, B= {zz -y+1=0,H0O<z< 
2} 的 交集 为 单元 素 集 , 可 以 等 价 转化 为 方程 组 


/一 2Z2 十 mrZz 十 2 
在 x < [0,2) 上 有 惟一 解 . 
TzT—Yy+1=0 


消去 y, 问题 又 等 价 转化 为 方程 x2 十 (m 一 1)zx 十 
1 二 0 在 x € [0,2) 上 有 惟一 解 . 

解法 1: 问题 等 价 转化 为 方程 x? + (m 一 
1)z 十 1 = 二 0 在 x € [0,2) 上 有 惟一 解 . 根据 前 面 


对 二 次 加 要 的 分 布 的 讨论 及 (0) = 1 > 0 写 
出 充 要 条 件 , 得 f(2) < 0 或 人 ml 


| 人 =0 
或 m— 1 
0< 


<2 





2 3 
解 得 m < -了 或 


》 


3 
770 一 一 一 

2 或 m = 一 1, 即 m 的 取 值 范 
—3<m<—1l 


围 是 (00, 一 | 或 m= 一 1 
上 面 的 解 是 各 中 , 有 关 文 章 给 出 的 解答 
二 0 
为 “<f(2) < on Da 
0< 


” 解 得 m 


有 -3 或 四 = -1, 遗漏 了 图 象 过 开 区 间 边 界 


时 m = = 的 情况 . 

本 题 在 解 题 时 灵活 地 利用 了 “f(0) = 1 这 
个 隐 含 条 件 , 使 得 解 题 更 加 简洁 . 所 以 在 具体 
解 题 时 , 要 注意 题 中 已 有 条 件 的 应 用 , 要 注意 
边界 上 有 人 解 , 特别 是 开 区 间 端 点 的 讨论 , 分 类 
讨论 时 做 到 宁 细 勿 漏 ( 严 格 从 区 间 内 及 边界 上 
进行 讨论 ), 可 以 有 效 地 避免 错误 的 发 生 . 

2. 采用 合适 方法 回避 根 的 分 布 讨论 

上 文 给 出 的 解决 方法 可 以 较 好 地 解决 有 关 
根 的 分 布 讨论 问题 , 可 以 较 有 效 地 避免 出 错 ,但 
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错误 仍然 是 很 难 避 免 出 现 的 , 其 主要 的 原因 就 


在 于 分 类 讨论 的 严密 性 , 所 以 下 文 尝试 回避 用 
根 的 讨论 的 方法 . 

2.1 变换 参数 回避 付 论 

分 析 2: 集合 4 = {(z,v)|y = 22 十 mz+2} 
和 B= {(z,y)|zx-y+1==0, 且 0 < x<2} 的 
交集 为 单元 素 集 , 可 以 等 价 转化 为 方程 一 x? 十 
7z 一 1 = 二 mz 在 [0,2) 上 有 惟一 解 时 求 m 的 取 值 
范围 . 若 变换 冯 的 地 位 , 把 m 看 成 关于 变量 x 
的 函数 , 则 问题 就 转化 为 求 当 z 在 区 间 [0,2) 取 
值 惟一 时 , 求 m 的 取 值 范围 了 . 

解法 2: 由 题 意 , 问题 等 价 转化 为 一 zx? 十 2 一 
1 = 二 mz 在 x € [0,2) 有 惟一 解 . 

当 x = 0 时 , 方程 等 价 转化 为 0: m = 一 1， 
此 时 无 解 , 即使 方程 0.m = 一 1 有 人 解 的 m 不 存 
在 ; 当 z 隆 0 时 ,两 边 同 除 以 x, 得 到 mm = 一 x 一 
= 十 1 (z E (0,2)), 

“x € (0,2), 

“t+ 7 € [2,+0%0), 


1 
“一 一 一 十 1 € (一 00, 一 1]|. 
£ 


ml 











图 1 


但 考 庶 到 所 求 的 是 疏解 ,结合 图 1 不 难 
得 出 当 w E (1) U (0,) 时 ,对 于 同一 个 了 
数值 ， 自 变量 z 并 不 惟一， 所 以 符合 是 意 的 z 
的 取 值 范 围 应 是 0, 了 | 或 = 一 1, 由 函数 音调 


1 5 2 1 
性 可 得 zx 十 GE 3+) 或 者 十 二 2, 从 








1 3 1 

而 一 zx E+1el( Oo， 引 支 7X 一 一 十 1 = 
人 2 了 

HH 日 3 5 

“mm 的 取 值 范围 是 m € | 一 %， 3 或 


上 面 解 题 过 程 变 换 参 数 , 改变 原 题 中 mm 的 
参数 地 位 为 m 关 于 7X 的 函数 关系 , 进而 转化 为 
求 m 的 取 值 范围 问题 , 使 问题 顺利 解决 . 

此 类 方法 在 求 恒 成 立 问题 , 参数 取 值 范围 
等 问题 时 , 也 往往 能 取 到 意 想不到 的 效果 . 

2.2 数 形 结合 回避 讨论 

分 析 3: 集合 4 = {(zx,Wly = 2Z2 二 mmz 十 
2} 和 B= {zy -y+1=0,H0<z< 
2} 的 交集 为 单元 素 集 , 令 见 = 一 2* 十 Zz 一 1， 
y2 = mz, 画 出 函数 图 象 , 如 图 2 所 示 , 问题 转 
化 为 函数 妈 二 一 2 十 xz 一 1 (zx & [0,2)), yz 一 
mz 图 象 有 惟一 交点 时 , 求 直线 斜率 m 的 取 值 
范围 . 

解法 3: 如 图 2 所 示 , 可 以 看 出 当 yi = 一 x? 
十 Zz 一 1, yz 二 mz 图 象 相 切 时 ,方程 一 2? 十 一 
1 = 二 mz 在 Xx € |0,2) 有 惟一 解 . 


yi 








1 
5 2 








$4(2, 一 3) 
y1 二 一 2 十 xX 一 1 





图 2 
由 十 (m 一 1)zx 十 1 二 0, 令 人 和信 = 0, 解 
得 mm = -1 或 mn = 3, 结合 图 象 可 知 m = 3 不 
符合 题 意 , 从 而 m = 一 1， 又 当 直 线 y2 = mz 
经 过 点 4(2, -3) 时, 函数 办 、 如 的 图 象 也 有 惟 
一 交点 , 此 时 mn = 一, 结合 图 象 可 知 , 当 m < 


-3 或 者 mm = -1 时 , 函数 太 、 色 的 图 象 都 有 
惟一 交点 . 故 满足 条 件 的 mn 的 取信 范围 是 m < 
一 Co， 或 m= 一 1. 

从 上 例 可 以 看 出 , 合理 采用 数 形 结合 法 进 
行 解 题 , 可 以 有 效 地 如 开 对 二 次 方程 根 的 讨论 ， 
解 题 过 程 直观 而 且 简 洁 , 这 也 体现 了 数学 的 简 
洁 美 


{bn}, 使 并 二: 1, bn 
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递 推 数列 求 
312000 浙江 省 绍兴 鲁迅 
数列 是 高 中 数学 中 的 重要 内 容 , 它 在 高 等 


数学 中 也 有 着 较为 广泛 的 应 用 , 因而 其 在 高 考 
中 占有 非 同 一 般 的 地 位 . 求 数列 的 通 项 公式 就 
是 其 中 最 为 常见 的 题 型 之 一 , 根据 递 推 数 列 求 
出 数列 通 项 既 可 考查 等 价 转化 与 化 归 这 一 
学 思想 , 又 能 反映 考生 对 等 差 与 等 比 数列 理解 
的 深度 , 具有 一 定 的 技巧 性 , 因此 探求 递 推 数 
列 的 通 项 问题 近年 来 经 常 渗透 在 各 年 的 高 考 
试题 和 苋 赛 中 , 成 为 名 副 其 实 的 "宠儿 
试 着 对 高 考 与 竞赛 中 几 类 常见 的 递 推 数 列 求 
通 项 问题 作 一 些 具体 的 探求 . 


数 


本 文 


类 型 1 由 av" 与 9" 给 出 的 数列 递 推 关系 ， 


可 利用 av 与 39" 的 关系 求 通 项 





已 知 Sn 求 on 的 问题 在 高 考 中 屡 殿 出 现 ， 


此 类 题 一 般 题 中 不 直接 给 出 数列 {an} 中 n+1 
与 an 的 递 推 式 , 而 是 把 其 本 质 特征 加 以 隐藏 
给 出 59% 与 5%-1 的 递 推 式 或 5% 与 a 的 递 推 式 ， 
这 时 首先 需 运 用 恒等式 an41 一 Sn+1 一 Sn (PE 
N*), 通过 代入 或 作 差 , 转化 为 an+1l 与 on 的 递 
推 式 , 使 问题 得 以 显 山 露水 . 


例 1 (1997 年 上 海 高 考题 ) 设 数列 {an} 


的 首 项 Ql = 1, 前 nn 项 和 Sn 满足 关系 式 : 3t5 
—(2t + 3)Sn— 


1 = 3t(t > 0,n=2,3,4,...). 
(1) 求证 : 数列 {an} 是 等 比 数列 , 并 求 出 


作 数 列 
(n=2, 


(2) 设 数列 {aw} 的 公 比 为 f()， 
和 1 人 5 


有 一 工 





4, …)， 求 b; 


(3) 求 和 : 0102 一 b2b3 十 b304 一 … -十 bon_10b2n 


bon bon+1 : 


分 析 : (1) 先 把 题 中 给 出 的 5x 与 5%-1 的 递 


推 式 转化 为 Qn 与 Qm 十 1 的 递 推 式 ， 


了 -79 


通 项 大 观 
对 中 学 劳 建 


由 3tS% 一 (2t 二 3)S,_1 = 3t(t > 0,n-= 














(> 
0, n= 1, 2, 3, 4, .…), 
后 式 减 去 前 式 得 
3tan+1 — (2t + 3)an = 0, 
2 
Qn, 
把 al = 1 即 51 = 1 代入 条 件 得 5S。 = 
5t 十 3 从 而 2 十 3 
) 31 ， 
。Q2 2 
ee Ql 加 3t 
. -= 2 十 3 
二 三 小, 2 避 二 生 
有 -人 


和 定 芝 知 数 到 {an} 是 等 比 数列 ， 公 比 为 











于 
(人 
Qe . 
3t 
2t++3 
A 
a 
a 1 二 会 bn_1 
be a 3 二 bn_1 十 
bn_1 
(n=2 3, 4, 
“bn — bn_1 = 35(7=2, 3, 4, … ), 由 定 
2 
义 知 数列 {ba} 是 等 基数 列 , 公差 为 5， 





RE 2 


B= 

4 
是 首 项 分 别 为 1 和 3, 公差 均 为 了 的 等 差 数列 
a 


bon_1b2n — banb2an+1 = b2(01 — b3) + ba(bs— 
05) 十 … 十 bon (Don_1 — bon+1) = a 让 
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4 1 
bet bon) = 





5 下 4 十 1 
7 | 二 = 
3 3 
4 
一 (2n2 + 3n). 


说 明 : 解 题 时 要 特别 注意 正确 运用 等 差 或 
等 比 数列 的 定义 , 注重 思维 的 严密 性 . 如 (1) 中 
在 导出 到 二 = (n= 2 3, 和) 后 
还 不 能 判 | 路 数列 {a} 是 等 比 数列 

类 型 2 求 形 如 “an 二 an-1 十 f(n), 其 
中 {f(n)} 的 前 有 限 项 可 求 和 ”的 通 项 

此 类 题 型 一 般 可 利用 麦 加 法 求 其 通 项 公 
式 , 即 可 通过 作 恒 等 变形 “an = (an 一 Qn-1) 十 
(Qn-1 一 Qn_2) 十 … 十 (a2 一 a1) 十 a1”, 闭 加 
求 和 得 通 项 . 

例 2 (2003 年 全 国 高 考 文科 试题 ) 已 知 数 
列 {an} 满 足 a1 = 1, an = 32 一 ! 十 an-1 (7 之 
2). (1) 求 wa、as; (2) 证 明 : an = 人 

(1) 解 : … al = 二 1,.. a2 = 二 3 二 1 = 4,as 
32 十 4= 13. 

(2) 证 明 : 由 已 知 an 一 an-1 = 3" , 故 

an 一 (an 一 an1) 十 (al 一 an 2) 十 

.… 十 (aa 一 ai) 十 ai 

人 人 























注 : 1999 年 全 国 高 考试 题 中 一 道 数列 题 与 
2003 年 试题 中 的 此 题 如 出 一 办 , 由 此 我 们 也 可 
以 看 到 近 几 年 来 高 考 的 确 十 分 重视 对 递 推 数 
列 通 项 公式 求法 的 考查 . 

类 型 3 求 形 如 “一 一 tl 二 f(n)， 基 中 
{f(n)} 的 前 包 项 的 乘积 容易 化 简 ” 的 通 项 

此 类 题 型 一 般 可 利用 个 乘 法 求 其 通 项 公 
式 , 即 可 通过 作 恒 等 变形 “a， = Ss 

anl Qn—2 
… 里 .1", 震 乘 求 积 得 通 项 

例 3 CO 攻 几 全 有 人 
为 1 的 正 项 数列 , 且 (n 十 1)a2 QT1 一 002 十 an 1Qn 
= 0 (n = 1 2, 3, .…), 则 它 的 通 项 公式 是 
dn: 三 2 
解 : 对 已 知 条 件 分 解 因 式 得 


(an+1 十 an) [n+ 1l)anti — nan| =0， 
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““ {an} 是 首 项 为 1 的 正 项 数列 ， 
1 ee 沁 人 关 0， 
(n+ 1)antri— nan= 0, 








Q7m 十 1 nN 
ne 1, 2, ee ) 
Qm pr ) 
Nn 一 一 工 
则 a， = 三 纤 a 
n—l Un—2 Q1 2 
n—2 1 
] 一 


三 2 
类 型 4 求 形 如 “an+1 二 pan 十 q(p、g 
为 常数 , pq 取 0, 和 1)” 的 通 项 
这 种 题 型 一 般 有 三 种 解法 : 
解法 1: 两 边 同 除 以 Pt 得 允 人 一 六 二 





二 数列 | 全 } 到 为 闫 型 2 
解法 2: an+l 一 an 
q) = p(an = an-1), 数列 {an+1l 
比 数列 ; 
解法 3: 引入 待定 参数 k, 使 an+l 一 k = 


二 Damn 十 9 一 (pan -1 二 


三 数列 {on 二 | 0 人 


a ae :得 


人 一 _ 1 
式 为 o 一 下 


例 4 (2000 年 北京 高 考试 题 ) 
万 (ZTE 














已 知 函 数 (7) | 


在 直角 坐标 系 中 作出 二 /(z) 的 图 旬 
y= fo), | 让 的 区 本数 为 


= 9(z)， U1 一 三 1， Q2 = g(a1), “Qn 二 


本 1), 求 数列 {a,} 的 通 项 公式 . 
分 析 : (2) 户 (z) = 一 27 十 2, xX E | 


求 出 反 函 数 g(z) = 1 一 ,zs 10,1]， 


) 
(2)¥ 





2005 年 第 3 期 
2 
Qn 3 _ 1 
27 TD 
Onl 3 





[SS 


po 3 wa 2 为 首 项 
为 公 比 的 等 比 数列 于 是 


> 2 i 
2 


eo. ee 3 9 3. 

类 型 5 求 形 如 “am+1 二 pan 十 (mn) (其 
中 于 (n 十 1) 一 (mn) 三 常数 "的 递 推 数列 的 通 
项 





一 般 可 由 an+1i 一 an 作 差 后 , 转化 成 类 型 4 

例 5 数列 {an} 满 足 条 件 :al = 0, an+l = 
can 十 nn 十 1, 其 中 b、c 是 常数 晶 c 关 1, 求 通 项 
{an}. 

解 : 由 an = can_1 十 nn 知 an_1 = 二 CQan_2 十 
no—1, 

“an— Aan 1= can 1 一 an 2) 十 1 

令 刀 三 on 一 an 1) 则 如 三 c. 0 1 十 1 


令 bn 一 X= 二 c(bn-1 一 2), 得 x 二 





等 加 得 an = a1 十 Dj [c*-?2(b2 一 x) 十 zx] 二 
k=2 
2 n—1 
q+ bz) + nz. 
al 一 ba 一 cal 十 2 一 cb 十 2， 


本 (c— 1)2 十 2. 











1 
=60 1 1 
一 (7 一 ]) 一 一 一 
人 (n | 
a nc c—c” 
an 二 bc” 十 下 Te 


类 型 6 求 形 如 “av+1i 三 Dan 十 9”( 其 中 
P、4 是 常数 ,q 关 0)” 的 递 推 数列 的 通 项 
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此 类 题 型 一 般 可 在 递 推 关 系 式 两 边 同 除 以 
gq"t1 后 , 转化 成 类 型 4 求解 . 

例 6 已 知 数列 {an} 中 , a1 = 1，an+1 三 
2an 十 37, 求 an. 

解 : 将 an+1 = 2an 十 37” 两边 同 除 以 3”11， 











集 2 ] 
Qnt1 Qn 入 Qn 
一 ”一 一 -一 一 一 一 一 bn, 则 有 
ee 站 tn 则 
bn, = bn 二 
+1 二 3 机 3 


由 此 得 如 二 1 一 3 an = 3 —27. 

类 型 7 求 形 如 “an+i 二 pa% (其 中 p、7 
是 常数 , 且 p > 0, an > 0)” 的 递 推 数列 的 通 
项 

此 类 题 型 一 般 可 通过 两 边 取 对 数 的 方法 化 
为 lg antl 二 ?lan 十 lgp, 数列 {lg an} 即 为 类 
型 4. 

例 7 (2003 年 江苏 省 高 考题 ) 如 图 1, 设 a 
> 0, 已 知 直线 1:y = az 及 曲线 CO :v= x?,C 
上 的 Qi 点 的 横 坐 标 为 ai (0 < al < ao)， 从 C 
上 的 点 Qn (n > 1) 作 直线 平行 于 x 轴 , 交 直 线 ! 
于 点 Prt1, 再 从 点 Pa+1 作 直 线 平 行 于 y 轴 , 交 
曲线 C 于 点 Qn+41: Qn (n = 1, 2, 3, 2 小 的 
横 坐 标 构 成 数列 {aw}, 试 求 on+i 与 an 的 关系 ， 








Sl 


图 1 
解 : … 点 Qn 在 曲线 C 上 ， 
“. Qn(an, a?7). 


1 1 
人 2 4 
n+1 A on ;Qntl a on ， 


故 有 递 推 关系 式 an+1 一 一 02， 

由 已 知 an > 0, 在 递 推 关系 式 两 边 取 常 用 
对 数 有 

lgan4+1 = 21gan — lga. 

令 b, = lgan, 则 bn41 = 20, — lga, 
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“bn+1i—lga = 2(0,—lga), 则 Bb,—lga = 
(bi — lga): 2”,, 

“bn = (bi—lga):2"- 1+lga, Tlga, = 
lg .2771 + lga, 

a Cn eG Ar a 

注 :这 里 对 数 的 底数 可 以 换 成 其 它 有 意义 
的 数值 , 如 此 题 中 车 换 成 以 a 为 底 的 对 数 运算 
会 简单 一 些 , 但 需 注意 两 边 取 以 a 为 底 的 对 数 
时 必须 满足 a > 0Ha #1. 

类 型 8 求 二 阶 线性 齐 次 递 推 数列 的 通 项 

设 二 阶 线性 齐 次 递 推 数列 的 递 推 关系 为 : 
Qn+t1l 三 pan 十 9an-1 (其 中 p、g 为 常数 且 p、 
4 关 0), 一 般 有 如 下 两 种 解法 . 

解法 1: 引入 待定 参数 a、6, 使 得 an+1 一 
aan = B(an 一 Qan-1), 为 定 出 a、6, 把 所 构 
造 递 推 式 与 原 递 推 式 比较 , 有 


ca 十 有 =D， 

a:P= 一 小 
解 方程 x? 一 px 一 9 = 0, 可 求 出 a、[. 
若 a 冯 pb， 


有 an 一 Qan_1 = (as — Qa1)B" ?2, an 一 
Pan-1 = (aa 一 Ba1)a” ,消去 an_1 得 通 项 
公式 : 

a 

若 a = 6, 有 

an 一 Qan_1 二 (aa 一 aal)a" 2 再 据 类 型 
6 有 an = (nl1)aar 2 一 (一 2)ala2 一 1. 

解法 2: 同 解法 1 求 得 w、B 后， 则 利用 
{an+1 一 Qan} 是 以 6 为 公 比 的 等 比 数列 得 ,一 
Qan-1 = (aa 一 Qa1)B" “(车 a 关 6B, 则 只 取 
其 中 一 组 a、 6 的 值 即 可 ), 此 即 类 型 6. 

例 8 数列 {aw} 中 , aa = aa = 1, 且 an+2 
二 Qn+1 十 an, 求 通 项 . 

解 : 设 an41 一 Qan = P(an 一 aan 1) (n> 
2), 则 anti = (Q+ Pan + oPan-1 = 0, 

与 已 知 递 推 式 比较 系数 , 有 


Qa+B=1, 
QB = —1, 


val We gl(g Be ) | 


b—a 
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解 得 
1 二 V5 1— v5 
0 
或 
1— V5 1+ V5 
b= ) b= ， 
2 2 
1 十 V5 
Qm 十 1 一 2 Qn, 
ee Pe tN 
2 n 2 也 一 |， 
1— V5 
Q7m 十 1 一 2 Qn 
St 
SE 2 也 2 九 一 |， 
1 十 V5 
Qm 一 Qm 一 1 
2 
(+ NT 
2 2 1 2 》 
故 
Qn 一 v5, 
nN 2 n—1 
n—2 
A a 
2 
由 此 得 








[AH+vS (一 
” 5 2 2 


注 : 特别 地 , 对 于 形 如 “an+l = (k 十 1)an 一 
kan-1 (KE 为 党 数 )” 二 阶 线性 齐 次 递 推 数列 可 
凑 配 成 “al 一 Qn = Fan 一 Qan-1)”, 然后 转 
化 为 求 等 比 数列 {an 一 an-1} 的 通 项 , 再 用 鱼 
加 法 求 出 通 项 a 

例 9 (1986 年 全 国 高 考题 ) 已 知 数列 
{an},， 其 中 oa = a2 一 站， 且 当 n 过 3 


3 
4 1 a gy 
时 ， Qn 一 3Qn-1 了 on 一 2， 求 数列 {an} 的 通 
项 公式 . 


4 1 
解 : 把 an = 50n-1 了 on 一 2 变形 为 an = 


1 
Wn 了 (an-1 一 an_2) ( 风 .过 3),， 即 an+l 一 
1 Qm 二 1L 一 Qn 1 
Nn 的 pb 之 2 和 Te mn 
a (an — Qan_1) (n > 2) i 
。。 数列 {Qn+1 an} 是 以 Q2 


和 ai 为 首 项 , 公 比 
为 了 的 等 比 数列 ， 
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1 n—1 
2 Qni+l1 一 Qmn 一 (a2 一 a1) 3 = 


1 nl 
(3) , 再 利用 笃 加 法 ， 
Qn 一 (an 一 an_1) 村 (an 1 = an_2) 十 


… 十 (az 一 ai) 十 al 
人 1N\” 4 
(ls) ns 
We A ad 1 这 

| ie ee 


类 型 9 求 三 阶 线 性 非 齐 次 递 推 数列 的 通 
项 

设 二 阶 线 性 非 齐 次 递 推 数列 的 递 推 关系 
为 : an+l = pan+qan_1+A (Do A 0) 可 
用 如 下 方法 求解 : 

解法 1: anti 一 an 二 (Dan 十 gan-l 十 
A)— (pan_it+qan_ 2 十 4) 三 D(an 一 an 1) 十 
q (an-1 一 an -2)， 

数列 {an 一 an-1} 即 类 型 8. 

解法 2: 引入 待定 参数 k、 入 、h, 使 得 Qan+1 
十 和 an 十 上 二 (ax 十 和 an-1 十 儿 ), 待定 参数 尺 、 
入 、 a Wh 与 原 递 


7 入 三 D， 
推 式 比较 , 得 ”k= 9g， 
X2 十 DA 一 0g=0， 
By 
4 入 
HH 二 po 
例 10 (2000 年 全 国 高 中 联赛 试题 加 试 
二 ) 设 数列 {an} 和 {bn} 满 足 ao=1, bo=0, 且 
Qn+l1 = 7an 二 60n,—3 (1) 
fn (2) 
(这 里 n sa 0， 1, 2, ). 试 证 明 : Qn (n 一 0， 1, 
2，.…) 是 完全 平方 数 


1 
6 (ant1 


证 明 : 从 递 推 式 (1) 解 得 wm = 
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7an 十 3), 将 之 代入 递 推 式 (2) 消去 b+1、bn， 
整理 得 an = 14aw41 一 an 一 6, 此 时 p = 14， 
gq 二 一 1, 4 = 一 6, 并 从 原 递 推 式 易 得 

al 二 4. 由 息 十 14 和 A 十 1 = 0,k= 三 


T , 解 得 
和 li 一-7 十 4V3, 说 =7+4V3, 赔 一 3 一 
2V3; 
和 2 = 
3 十 2V3. 
om 十 Xan 1 十 /三 (al 十 Xao 十 JR 一 
分 别 把 ai = 4, ao = 1、 和 和、J1、 折 与 
al 三 4, a0 二 1、 和 2、J2、k2 代 入 ,得 
—(7—4V3)an_1+3—2V3 
=2V3(7+4V3)"-!, 
— (7+4V3)an_1+3+2V3 
= —2V3(7— 4V3)"!. 
消去 an_1 得 
(7+4V3)"*+(7—4V3)"+2 
4 


内 二 


-(7+4V3) kz = 7 — 4V3, p2 = 


2 


_ |Q+VvV3)"+C- v3" 
2 
= C000 eh 人 二 和 
“an (n 三 0, 1, 2, …) 是 完全 平方 数 . 


Aa 
类 型 10 求 形 如 “an+1 二 二 一 ”的 





Ban+C 

分 式 线性 北 推 数列 的 通 项 ， ， ， 
两 边 取 倒数 得 二 一 = 二 十 志 : 二 ,全 
一 =bn, 得 b+t1 = 地 .+ 2 此 即 类型 4 


全 1 和， 已 知 数 询 {0 让 的 首 项 al 三 3 通 
Ba Sn 之 间 满 足 
= 一 二 es 1 (n> 学 2). 
i 村 } 是 等 关 数 列 , 并 求 公关 
ee 的 是 翅 太 式 
分 析 : (1 ) Qn 一 Sn — Sn_1 (n 之 2); 代 
条 人 各 (5s) 二 Sn5m1 (n> 
1 


= 二 二 名 > 2)， 故 { 亏 } 


1 
F > 9， 





于 
是 等 差 数 列 ， 有 人 





(nn 


类 型 11 求 形 如 “a+1 三 Ca 的 
分 式 线性 递 推 数 列 的 通 项 

此 类 型 一 般 可 引入 待定 系数 入 、h、t, 使 
得 oil 十 入 二 一 < 十 和 (这 里 待定 系 
村 Cn 二 +l Clan 十 入 十 岂 A 可 图 
数 和 、j、t 的 值 可 与 原 递 推 式 相 比较 求 得 ), 则 
数列 {a 十 入 } 为 类 型 10. 

3an 十 2 


12 = 4, an+1 = , 求 
例 已 知 al ;Qn+tl a, +4 求 





an. 
t(an + 入 ) 
一 一 一 一 一 ， 见 
ES 
Qm 二 1Qm TT (入 寺 MH)ant1 十 (入 et t)an, 司 入 本 
uA—tA=0, 
i _ 3an 二 2 
叉 “ Qm 十 1 二 oa 十 4， 
.an+lan 十 4an+1 一 3 一 2 三 0. 


比较 上 面 两 式 可 得 


解 : 设 an+l 十 入 一 








POOLrOrOrOrOrOrrrr rr rr rr 


1 1 
A(0,0,0)、F{(0,1,=)、 E(1,-,0). 
2 2 
0 


可 = 1AF| = 次 ,1 EF| 一 病故 A4BF 
为 等 腰 三 角形 , BF 上 的 高 为 h, 则 
4 瑟 2 一 (in) 
G3 
1 4 

SAapp = 5|EP|. h=3- 交 - 放 

_ v21 

= 

设 点 Bi 到 平面 AEF 的 距离 为 4， 平 面 


AEF 的 法 向 量 元 = (z,y,), 则 
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入 十 从 三 4 
A—t=—3, 
和 2 十 HA 一 雁 一 一 2， 
二 已 人 5 三 三 
解 得 、HM 三 2，4 kK2 三 5， 


ti 5， to = 
把 和 Ai、HA 所 的 值 代入 所 构造 的 递 推 式 得 


5(an + 2) 小 型 求 租 
a 此 即 类 型 10, 可 求 得 


fs 9 n—1l1 
OR 


9 也 一 上 


Qm 十 1 十 2 一 


Qn = 
1 

= 

注 : 若 把 X2、H2、 妇 的 值 代 入 所 构造 的 递 推 


2(an — 1) 
2 站 = 本 二 求 得 
式 得 Qm 十 1 人 和 1) 十 5 易 求 得 


TT 


1 
2 十 2 三 | 
1 BE 
1 
故 宛 ( 1,2, 一 4)， BiF= (下 
21 
1 V21 5 5 
V=35 d=3 -= 
人 AEF: VI 54 
斤 学 总 细 


今天 我 们 共同 回顾 了 旧 知 识 , 探讨 出 利用 
向 量 工具 求 点 到 平面 的 距离 、 直 线 到 平面 的 距 
离 和 平面 到 平面 的 距离 ， 得 到 了 公式 d = 
4 .| 
es 并 利用 向 量 的 坐标 表示 , 算出 了 
所 求 距离 , 体现 了 “图 形 、 向 量 \ 坐标 运算 三 位 
一 体 ”, 也 凸现 了 数学 的 “化 归 思 想 ”. 
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构造 向 量 解决 有 关 初 等 代数 问题 


730070 西北 师 大 数学 与 信息 科学 学 院 张 定 强 


向 量 作为 近代 数学 中 重要 和 基本 的 概念 之 
一 , 是 沟通 代数 、 几 何 与 三 角 函 数 的 一 种 工具 ， 
对 研究 和 解决 一 些 数学 问题 有 独特 的 功效 . 本 
文 基于 《高 中 数学 课程 标准 》 中 的 内 容 要 求 , 从 
4 个 方面 通过 一 些 典型 的 问题 具体 探讨 向 量 方 
法 在 研究 代数 问题 中 的 作用 , 以 感受 向 量 理论 
在 解决 有 关 初 等 代数 问题 上 的 一 些 精妙 之 处 . 

1. 证 明 不 等 式 

一 些 数 学 问题 代数 化 以 后 , 更 多 的 表现 形 
式 是 一 些 不 等 式 . 因此 , 不 等 式 的 证 明 也 就 成 
为 初等 代数 的 核心 问题 之 一 , 证 明 不 等 式 的 方 
法 较 多 , 但 利用 向 量 的 基本 性 质 、 基 本 运算 推 
证 一 些 不 等 式 比 通常 使 用 的 方法 有 其 独到 的 
妙 处 . 

问题 1 证 明 两 个 随机 变量 zy 的 相关 系 





数 ” € [-11]， 相关 系数 7 的 数学 表达 式 为 
2 一 可 (% — 7) 
Ee BEBe- 

7 一半 z07 一 二 由 > yi), 证 明 --1<7<<1. 

证 明 这 个 问题 看 起 来 很 复杂 , 其 实 合理 构 
造 向 量 , 利用 向 量 的 一 些 知识 是 容易 解决 的 . 

证 明 : 构造 向 量 立 = {zx1 一 ,x2 一 去 ， 

Zn — T}, vo 二 {V1 — Y,Y2 一 区 ， 


一 落 , 那么 由 向 量 数量 积 的 定义 及 性 质 有 
< | 可 | 训 而 |r| = 六， 故 有 
WE 
一 ] 过 7 过 1 成 立 . 
问题 2 求证 十 Va? 十 (1 一 0)2 十 
02 十 (1 一 0)2 十 24+(1—b)? > 2V2. 
证 明 : 0 过 {a,0}, 7 7 一 = 法 全 | 
a,l—b}, T={a,l1—-b}, v= {1—a,b}. 


> 一 > 
[uv| 





由 于 | 殉 十 丈 | 志 | 殉 | 十 | 丈 || 
| 如 | 十 | 可 |, 因此 有 | 胸 | 十 | 到 | 十 | 忌 | 
| 区 十 如 | 十 | 如 二 可 | = 2V2. 

问题 3 设 a、5、x、y 都 是 正 数 ,并且 2 十 
2 二 1 求证 Va2z2 二 02 十 Va2y? +40273 
之 Q 十 0. 

简 证 : 构造 向 量 胸 = {az,bWy}, 元 = 
{5z,ay}， 由 于 | 有 殉 十 元 | < | 殉 | 十 | 丈 |, 将 
坐标 代入 即 有 上 述 结论 . 

2. 解 方程 (组 ) 

方程 、 方 程 组 是 初等 代数 中 的 核心 内 容 ， 
方程 .方程 组 的 解 题 方 法 是 初等 代数 的 基本 目 
标 , 下 面 通过 例题 给 出 可 用 向 量 方法 解决 的 一 
类 不 定 方程 组 . 

T+Y+Z=3 
问题 4 ul 


人 十 妨 十 2 二 3 


T+myi+nz=a 
推广 方程 组 ， 的 解 
二 人 十 2 二 
解 : 令 如 = {lm,n}, = {zx,y,2)}, 
0 = 了 (到 ,人 了 ). 由 于 下 :人 = lz 二 my 十 


人 VB 十 mm 十 n2Vz2 十 好 十 22cosb = 
vb sel A 

。 C0S0 = /Ty 又 因为 
TT 二 7 其 实 是 原点 O(0,0,0) 到 
平面 IY 十 my 十 nz 二 a 的 距离 , 所 以 

@ 当 r > Vb 时 , 平面 It 十 my 十 nz 二 a 
与 球面 z2 + 刀 + 22 二 5 相 离 , 所 以 上 述 不 定 
方程 组 无 解 ; 

加 当 r = VD 时 , 平面 jz 十 my + nz = 
a 与 球面 z2 十 好 十 如 二 5 相 切 ,上述 不 定 方 
程 组 有 惟一 一 组 解 , 因为 此 时 cos9 = 1, 即 向 
量 刀 、 人 VV 共 线 , 根据 两 向 量 共 线 的 充 要 条 件 ， 


9-406 
有 zx = ky = km, z = kn, 代入 上 述 不 定 
l 
方程 组 求 得 其 解 为 * 一 瑟 


QamM, 
@ 当 7 < ee 平面 与 球面 相交 于 一 圆 ， 
所 以 上 述 不 定 方程 组 的 解 为 一 相交 图 . 


上 述 问 题 还 可 推广 为 解 方程 组 
(= [1Z 十 7 十 72 一 1 


2 2 22 
L 十 也 
+ 下 +- 


简体 : 此 方程 继 的 几何 意义 是 平面 与 椭 球 
面 有 无 公共 元 素 的 问题 , 由 于 过 椭 球 面 上 任意 
一 点 (zolo, z0) 的 切 平面 方程 为 一 也 十 委 于 二 


7 
-本 一 1 其 法 向 量 为 可 i 
已 知 平面 的 法 向 量 是 均一 = {l,m,n}, 

当 刀 、 人 平行 且 切 平面 与 已 知 平面 重合 时 
有 一 解 : yo 二 mb, z0 二 ne?, 即 
12a2 + m2 十 Ta2c2 =1 时 方程 组 有 惟一 解 ; 

当 12a2 十 70202 十 n2c2 < 工时 方程 组 的 解 
为 一 相交 椭圆; 

当 有 ?十 m2 十 mn?2c? > 1 时 方程 组 无 解 . 

进一步 推广 : 解 方程 组 


Qi01 一 国 
7 
1 


上 


这 种 基于 类 比 法 从 低 维 问题 向 高 维 问题 扒 
广 , 有 利于 开发 学 生 的 思维 , 具有 一 定 的 挑战 
性 , 是 进行 探究 学 习 的 好 素材 

3. 求 函数 的 极 值 

由 于 函数 是 刻 划 变 量 之 间 依赖 关系 的 重要 
数学 模型 , 因而 它 理应 成 为 高 中 数学 学 习 的 重 
要 内 容 , 全 面 深入 地 控 据 函数 的 性 态 就 是 函数 
学 习 的 重点 . 下 面 我 们 通过 例题 ， 借 助 于 向 量 
知识 就 如 何 巧妙 地 求 函 极 值 的 问题 进行 讨论 

问题 5 二 十 P= 1 上 的 哪 一 点 到 z 十 
y 一 4 = 0 的 距离 最 远 .最 近 . 

解 : 设 (z,9) 为 题 中 椭圆 上 的 任 一 点 , 其 到 


已 知 直线 的 距离 s = 四 于 生生 ,变形 为 4 二 


20 = 1a2， 


hy 
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V5 一 z+ 构造 向量 人 各 ,), {V3 作 
数量 积 , 有 

+ol= | <2 
因此 有 -6 < -Vs < -2 当 且 仅 当 -三 
V3 = y 二 1, 即 x = 3y 时 , 等 号 成 立 ， 代 
入 精 国 方程 求 出 所 求 点 的 坐标 为 4 (3 


这 
2 2 
推广 1: 在 圆锥 曲线 mz?++ny*=1 上 , 求 


到 直线 ax++by 十 c= J 二 

推广 2: 在 起 椭 球面" 蕊 $+ 3 + 5 
二 着 呈 量 Po 十 0272 十 … 十 
二 c= 0 的 距离 最 远 、 最 近 点 . 

简 解 : 当 时 aibi > 1 时 ,“ 超 椭 球 面 "与 “ 超 
平面 " 相 高 ， 可 求 最 远 点 与 最 近 点 坐标 ， 因 为 


Fs s 好 一 c 
所 


nN 
bnTn 十 





al ao ”an 








, bnan} 





{bia1, b2a2, “ 


故 有 
2 biai)? < 士 5 好 一 C 
下 i=1 i=1 


这 样 当 zi = 屿 5 = 
zn = kbnaz 时 可 取 最 值 , 代入 “ 超 椭 球面 * 方 
程 有 (全 . 三 :让 

故 所 求 点 为 (Zl;,Z2，， 





9 
全 


,Zn), 其 中 
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2 
Xi 一 bias ( = 1,2,: , 1) 
2 ba 
i=1 
及 2 
一 一 0 (i = 1,2, , 1) 
2 biat 
2 一 工 
问题 6 (第 七 届 美 国 数学 竞赛 题 ) 已 知 a 


二 0 二 ce+d+e=8 2 十 如 十 十 十 e2 一 
16, 求 e 的 最 大 值 . 

解 : 设 区 = {1,1,1,1}, 7 = {a,b,c,d}, 
由 向 量 数量 积 的 定义 有 

latb+ci+d|= |8—e| = |2V16 — e? cosO| 
< 2V16— e2， 

解 之 有 e < 当 且 仅 当 wa = "= c 三 
4 一 5 时 取 “" 导 

利用 同样 的 思考 方法 可 以 解决 下 面 的 几 个 
新 问题 (解答 留 给 读者 ): 

1. 已 知 : a>0,6>0, 且 避 + 一 一 卫 求 
a 十 V1 十 可 的 极 值 . 

2. 已 知 : a 十 5 = 1, 对 任意 实数 m、n 有 
(mm 十 oj 十 ( 十 从 2 > 3m+nt1)’. 


2 2 


2 
37 十 4y 的 最 值 . 
4. 已 知 正 实数 Zz、y、z 满 足 Y 十 Yy 十 2 二 a， 





和 TTT 


(上 接 第 3-32 页 ) 
的 值 ， 一般 地 , 如 果 & ~ B(n,p), 其 中 0 < 
p < 1. 讨论 当 k 由 0 增加 到 nw 时 , P(E = 的 
变化 情况 ; 取 什 么 值 时 , P(& = 有) 取 最 大 值 ? 
仅 就 一 般 情 形 作 出 简 解 . 


, = Cnp (1 一 了)”“. 解 不 等 式 
= 十 亿 一 p pe 


k+l 1— 
(n++1)p—1. 
若 (n 十 1)p 为 整数 , 则 
二 12,…, (nn 十 1)p 时 , P(E = 局 递 增 ; 
kk 二 (nn 十 1)p 十 1,…, nn 时 , P(E& = 上) 递减 . 
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Z2 2 2 
由 二 提 地 十 之 a( 其 中 a 为 正常 数 ). 
提示 :可 构造 向 量 鼠 = {Vz VE V9), 可 
2 站 
4. 一 些 代 数 公 式 的 推 证 
借助 于 向 量 的 有 关 理 论 知 识 可 以 灵活 地 推 
证 初等 代数 中 的 一 些 重要 不 等 式 , 关键 是 要 合 
理 地 构造 向 量 , 适时 地 运用 向 量 的 一 些 基本 理 
论 , 方 可 正确 解决 问题 . 
问题 7 柯 西 不 等 式 与 三 角形 不 等 式 . 
1 求证 : 对 任意 两 组 实数 al， Q2, CQm) 
b1, 02， 了 bn,. 有 
Nn 2 Nn Nn 
( 守 om) < 守 吕 如 
i=1 i=1 
证 明 : 构造 向 量 避 = {a1,42,*… 
= {0b1,b2,.…. ,bn}. 
| 可 |], 因此 有 (San) 
1 二 1 4 
2. 求证 : 对 任意 两 组 实 
b1, 02， nib) bn,. 有 
SS (ai 十 bi;)? < az? 十 
i=1 i=1 i=1 
证 明 : 构造 向 量 立 = {al,a2,… 


J 二 二 {01, b2,* 








,an 上 
,bn}， 由 于 | 如 十 可 | < | 芭 | 


和 和 AAAIN~N 


所 以 P(E = (n+1)p)= P(E = (n+1)p— 
1) 时 最 大 . 

若 (n 十 1)p 为 非 整 数 , 则 P(E = 十 1) 天 
P(E = kk), k= 1,2,.…,(n+1)»WH, P(E = 
由 递增 ; 有 = (n 十 1)p 十 1,… ,nn 时, P(€ = 
5) 递减 . 

故 有 二 [2 十 Jo 时 , P(E& = 人 最 大 . 其 中 
[(n 十 1)p| 表 示 不 超过 (n 十 1)p 的 最 大 整数 . 

显然 , 解决 本 题 运用 了 数列 单调 性 定义 , 如 
若 使 用 函数 的 导数 , 则 凌 长 莫 及 . 

因而 , 一 般 涉及 数列 问题 会 更 多 地 首先 想 
到 数列 自身 特征 . 
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例 析 解 概率 题 中 的 几 
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类 典型 错误 及 销 


加 


250500 山东 省 博 兴 一 中 和 孙 殿 玲 


概率 是 新 教材 中 的 重要 内 容 , 然而 学 生 在 
解 概率 问题 时 , 常常 出 现 一 些 错误 . 帮助 他 们 
找到 错误 的 根源 , 能 增强 其 辨 错 能 力 , 提高 解 
题 速度 和 正确 率 . 下 面 例 析 常 见 概率 错误 类 型 
及 错 因 分 析 . 

一 、 将 “有 放 回 ”和 “不 放 回 ”条 件 混用 

例 1 一 个 人 有 nn 把 钥匙 , 其 中 只 有 一 把 可 
以 打开 房 门 , 随机 逐个 试验 钥匙, 试验 后 放 回 ， 
求 “ 房 门 恰 在 第 次 被 打开 ” 的 概率 . i 

















n = 
错 解 1: P(A) = me 
no (kom1) 1 
DI re 
Ar-I 1 
错 解 2: P(4) = 及 


错 因 分 析 : 错 解 1 的 主要 原因 在 于 将 “有 放 
回 ” 与 “不 放 回 ” 混 淆 ,这 两 种 问题 的 主要 不 同 
点 是 :“ 有 放 回 "的 抽取 每 次 被 抽 元 素 个 数 总 是 
相同 的 , 而 “不 放 回 ”的 抽取 每 次 被 抽 元 素 个 
数 不 相同 ;“ 有 放 回 ”的 抽取 时 每 次 抽取 都 是 
独立 事件 , 概率 互 不 影响 , 而 “不 放 回 ”的 抽取 
每 次 抽取 是 相互 影响 的 ; 错 解 2 的 主要 原因 在 
于 “有 放 回 "的 抽取 问题 中 , 事件 “一 次 抽取 个 
元 素 " 与 逐次 抽取 大 个 元 素 "的 概率 是 不 同 的 ， 
而 “不 放 回 ”的 抽取 问题 中 , 以 上 两 个 事件 的 概 
率 是 相同 的 . 

正确 解法 : P(4) = 一 
a (n a 1)*-1 


1 nl1 


x > 








n 
nO—1 1 
天 8 
n n nk 

解 题 时 应 注意 被 取 对 象 的 全 体 , 就 可 避免 
错误 . 

二 、“ 相 互 独立 事件 ”的 概念 不 清 , 造成 理 
解 性 错误 

例 2 设 





射手 平均 每 射击 10 次 中 靶 4 次 ， 


每 次 射 中 与 否 互 不 影响 , 求 在 5 次 射击 中 , 第 二 
错 解 : 这 | 了 全 3 = 0.05184. 


错 因 分 析 : 此 题 错 解 的 主要 原因 在 于 独立 
事件 的 概念 不 清 , 在 独立 事件 中 , 每 一 次 试验 
中 事件 是 否 发 生 互 不 影响 , 因此 每 次 发 生 的 概 
率 都 是 相同 的 ; 另外 此 题解 答 时 实质 上 还 将 “第 
二 次 击 中 的 概率 ”与 “ 恰 击 中 2 次 的 概率 ”问题 混 
淆 , 因为 “ 恰 击 中 2 次 "是 指 击 中 5 次 中 的 2 次 ， 
0 它 的 概率 是 


C2 | = 1 一 二 | = 0.3456. 
5\5 5 


正确 解答 :因为 每 次 射击 都 是 独立 的 , 第 二 
次 击 中 的 概率 与 任何 一 次 击 中 的 概率 都 是 相等 
的 为 0.4. 

三 、“ 相 互 独立 事件 ”与 “ 互 斥 事件 ”互相 
混 奖 

例 3 某 零 件 从 毛坯 到 成 品 ,一 共 要 经 过 
六 道 自动 加 工 工序 . 如 果 各 道 工 序 出 次 品 的 概 
率 依次 为 0.01.0.02、0.03、0.03、0.05、0.05, 那 
么 这 种 零件 的 次 品 率 是 多 少 ? 

错 解 : 设 第 i 道 工序 出 次 品 的 事件 为 4;, i 
三 1、2、.…、6, 4; 是 互 斥 事件 , 则 4; 中 至 少 有 
一 个 事件 发 生 就 为 次 品 , 故 这 种 零件 的 次 品 率 
为 P(41+42 二 十 46) = P(A1)+P(A2)+ 
… + P(Ae) = 0.19. 

错 因 分 析 : 错 将 相互 独立 事件 看 成 互 斥 事 
件 . 由 题 意 , 只 有 同时 经 过 六 道 工 序 才能 将 事 
件 完成 , 不 能 只 考虑 一 道 工 序 是 否 通过 . 

正确 解答 : 设 第 ? 道 工 序 出 次 品 的 事件 为 
Ai, i 二 1、2、.…、6, 它们 相互 独立 但 不 互 斥 ， 
则 4; 中 至 少 有 一 个 事件 发 生 就 为 次 品 , 应 该 用 
和 积 互补 公式 得 :这 种 零件 的 次 品 率 为 
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P(Ai+ 42 十 … 十 46) 

一 1 一 P(41 .42 .46) 

=1— (1— 0.01)(1 — 0.02)(1 — 0.03)(1 

—0.03)(1 — 0.05)(1 — 0.05) 

~ 0.176. 

例 4 某 家 庭 电 话 在 家 中 有 人 时 , 打 进 的 电 
话 响 第 1 声 时 被 接 的 概率 为 0.1, 响 第 2 声 时 被 
接 的 概率 为 0.3, 响 第 3 声 时 被 接 的 概率 为 0.4， 
响 第 4 声 时 被 接 的 概率 为 0.1, 那么 电话 在 前 4 
声 内 被 接 的 概率 是 多 少 ? 

错 解 : 由 题 意 知 : 电话 在 前 4 声 内 被 接 的 概 
率 是 P=0.1 x 0.3 x 0.4 x 0.1= 0.0012. 

错 因 分 析 : 错 将 互 斥 事件 看 成 相互 独立 事 
件 同时 发 生 事件 . 电话 在 第 i 声 被 接 和 电话 在 
第 7 声 被 接 必 和 7 了 且 和 7J es {1,2,3,4}) 是 互 斥 
事件 . 

正确 解法 :已 = 0.1 十 0.3 十 0.4 十 0.1 = 0.9. 

、 将 “有 顺序 ”与 “无 顺序 ”问题 混淆 

例 5 设 一 射手 平均 每 射击 10 次 中 靶 4 次 ， 
每 次 射 中 与 否 互 不 影响 , 求 在 5 次 射击 中 , (1) 
恰 击 中 2 次 的 概率 ; (2) 第 2.3 两 次 击 中 的 概率 . 

错 解 : “ 恰 击 中 2 次 的 概率 = 第 2、3 两 次 
击 中 的 概 春 " C8 (3 ) 1— 3) =0.3456. 

错 解 分 析 : 在 独立 事件 中 , 事件 发 生 2 次 与 
2 次 发 生 的 位 置 有 关 , 可 以 有 G3 种 不 同 的 排 法 ， 
而 第 2、.3 两 次 击 中 只 是 CE 种 方法 中 的 一 种 . 

正确 解答 : (1) 怡 击 中 2 次 的 概率 

P=02 3 1- 5 = 0.3456; 

(2) 第 2.3 两 次 击 中 的 概率 P = 0.4x0.4 = 
0.16. 

五 、 在 相互 独立 事件 中 , 对 “在 第 次 发 生 
与 否 都 结束 事件 条 件 下 恰 在 第 有 次 结束 ”与 “前 
一 1 次 不 发 生 而 第 不 次 发 生 ” 的 关系 理解 错误 

例 6 ”甲乙 两 名 篮球 队员 轮流 投篮 , 直至 
某 人 投 中 为 止 ， 设 每 次 投篮 甲 投 中 的 概率 为 
0.4, 乙 投 中 的 概率 为 0.6, 而 且 不 受 其 他 次 投 
篮 结 果 的 影响 , 设 甲 投篮 次 数 为 &, 若 甲 先 投 ， 
则 P(E k) 等 于 Ee 开 的 5 ( ) 
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(B) 0.24*-1 x 0.76; 
(D)0.76*-1 x 0.24. 


(A)0.6*-1 x 0.4; 

(C) 0.4*-1 x 0.6; 

错误 答案 :(A). 

错 因 分 析 : 错 误 地 将 事件 “ = 大 发 生理 解 
为 甲 在 前 一 1 次 未 投 中 而 在 第 次 投 中 . 

正确 解答 :前 大 一 1 轮 投篮 中 甲 、 乙 均 未 投 
中 且 在 第 有 轮 中 甲 、 乙 至 少 有 一 人 投 中 , 记 前 
上 一 1 轮 投篮 中 甲 、 乙 均 未 投 中 的 事件 4, 其 概 
率 为 P(A) = (1 — 0.4)*-1 x (1 — 0.6)*-1= 
0.24*-1. 

记 第 有 轮 中 甲 、 乙 至 少 有 一 人 投 中 的 事件 
B, 其 概率 利用 对 立 事件 的 概率 公式 得 

P(B)=1-( -0.4 x (1—0.6) = 0.76， 
故 P(E =k) = P(A):P(B) = 0.24*-1 x 0.76. 

选 (B). 

例 7 有 一 批 数 量 很 大 的 产品 ,其 次 品 率 
是 15%, 对 这 批 产 品 进行 抽查 , 每 次 抽出 1 件 ， 
如 果 抽 出 次 品 , 则 抽查 终止 , 否则 继续 抽查 , 直 
到 抽出 次 品 , 但 规定 抽查 次 数 不 超 过 10 次 . 

(1) 求 抽查 次 数 6 为 4 的 概率 ; 

(2) 求 抽查 次 数 6 为 10 的 概率 . 

错 解 : (1) P(E = 4) = 0.853; 

(2) P(£ = 10) = 0.85? x 0.15. 

错 因 分 析 : 

(1) 将 4 次 独立 事件 同时 发 生 的 概率 与 前 3 
次 事件 发 生 第 4 次 必然 发 生 混为一谈 , 这 样 将 
第 4 次 发 生 的 概率 当 作 1 而 致 错 ; 

(2) 将 “& = 10? 事 件 理 解 为 前 九 次 均 未 抽 
到 次 品 , 而 第 10 次 恰好 抽 到 次 品 , 将 第 10 次 也 
未 抽 到 次 品 的 情况 丢掉 而 出 错 . 

正确 解答 : 

(1) 从 这 批 产 品 中 每 次 抽取 一 件 检 查 的 试 
验 可 以 认为 是 相互 独立 的 , 每 次 取出 次 品 的 概 
率 为 0.15, 取出 正品 的 概率 为 0.85, 当 k = |， 
2, 3, …,， 9 时 , 前 一 1 次 取出 正品 而 第 次 
取 到 次 品 的 概率 均 为 PC = = 0.855 1 x 
0.15, 所 以 P(t = 4) = 0.853 x 0.15; 

(2)& = 10 即 表示 前 9 次 均 未 抽 到 次 品 , 而 
第 10 次 可 以 抽 到 次 品 , 也 可 以 抽 到 正品 , 所 以 
P(E = 10) = 0.859 x (0.15 + 0.85) = 0.859. 


编 后 漫笔 


关于 教师 的 一 桶 水 


张 莫 宙 ” 赵 小 平 


几 十 年 前 , 有 一 名 教育 老话 是 : “要 给 学 生 
一 杯 水 , 教师 得 有 一 桶 水 ”. 一 个 中 学 数学 教师 
虽然 只 教 中 学 数学 , 但 必须 学 习 数 学 分 析 、 高 
等 代数 、 函 数论 、 微分 方程 、 概率 论 、 微分 几何 
等 高 等 数学 课程 . 要 当 好 数学 教师 , 必须 吃透 
《数学 标准 》, 搞 通 数学 教材 , 做 过 数学 难题 , 经 
历 过 深层 次 的 数学 思考 , 包括 做 一 点 数学 研究 ， 
其 目的 都 是 为 了 帮助 教师 储备 一 桶 水 . 

现在 , 据说 这 样 的 观点 不 时 兴 了 . 听课 时 
发 下 来 某 些 “ 评 课表 ”， 居然 只 有 "情意 过 程 ”、 
“ 认 知 过 程 、“ 因 材 施 教 "、“ 教 学 基本 功 ” 四 个 

间 标 .至 于 数学 概念 是 否 清楚 , 数学 论证 是 否 
合理 , 数学 思想 是 否 阐明 , 则 处 于 次 要 地 位 , 可 
有 可 无 . 如 此 釜底抽薪 , 数学 课堂 危险 . 
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而 此 调查 显示 , 学 生 实 际 上 并 不 能 真正 理解 坐 
标的 含义 . 尽管 从 表面 上 看 , 大 部 分 学 生 能 正 
确 回答 直线 方程 的 问题 , 事实 上 , 学 生 的 回答 
是 根据 以 往 解 题 的 经 验 和 记忆 . 如 果 能 在 充分 
理解 坐标 与 点 的 关系 的 基础 上 , 再 来 考虑 线性 
方程 的 解 与 直线 交点 间 的 关系 , 那么 学 生 真 正 
理解 它 的 可 能 性 会 大 一 些 . 


按 这 种 评 课 的 理念 , 老师 们 何 需 有 一 桶 水 ? 
一 杯 水 也 行 , 只 要 告诉 学 生 到 大 河 里 去 “取水 ” 
就 行 了 . 极 而 言 之 , 教师 可 以 没有 水 , 只 要 组 织 
学 生 、 引导 学 生 . 与 学 生 合作 , 一 起 去 探究 挖 井 ， 
那样 “建构 ”得 水 的 过 程 是 何等 “美妙 ” 啊 ! “水 
是 否 好 喝 ” 的 结果 并 不 重要 , 重要 的 是 那个 过 
程 啊 ! 

学 生 应 该 主动 取水 , 包括 几 次 打 并 . 然而 ， 
打 井 取水 , 一 辈子 难得 经 历 几 次 . 平常 还 是 得 
喝 自来水 、 喝 “ 桶 装 水 ”. 

总 之 , 数学 老师 还 是 需要 清醒 一 些 , 继续 保 
持 自 己 的 “一 桶 水 ”， 而 不 能 变 成 “ 半 瓶 栈 ” 至 
于 一 桶 水 如 何 成 为 学 生 杯子 里 的 “水 ”, 那 当 然 
要 遵循 教育 规律 , 学 习 先 进 的 教育 理念 . 
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